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DOC 01 = »
CHO1 - Polynomes du second degre

I. Differentes formes d’écriture
I1. Forme développée réduite
[@ Définition

On appelle polyndme du second degré ou trindme une expression de la forme

P(x) = ax®*+bx+c aveca,b,c des réels fixés tels que a # 0

ou toute autre expression qui peut se mettre sous cette forme, qu'on appelle forme développée réduite.
Les nombres a, b, c sont les coefficients du polynome. )

(> Remarque

Polynéme signifie plusieurs mondémes. Un monome désigne une expression de la forme ax”, ot a € R est le
coefficient du monome, et n € N est son degré.

/
& Propriété
La courbe représentative d'une telle fonction est toujours une parabole. Elle est « ouverte vers le haut» («sou-
riante ») si a est positif, elle est « ouverte vers le bas » si a est négatif.
/12 Illustration
a>0 a<0 )

1.2. Forme canonique
/& Définition

La forme canonique d’'un tel polynéme est celle qui s’écrit en utilisant une seule fois la lettre x, et qui permet
de trouver facilement le programme de calcul de la fonction.
Elle est toujours de la forme f(x) = a(x — a)* +p. )

& Propriété

Dans la forme canonique f(x) = a(x — a)? +p, a est le coefficient de plus haut degré (le méme que celui de la
forme développée), et a et p sont les coordonnées du sommet de la parabole qui représente f.
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[& Démonstration

* Le point S(a; B) est bien un point de la parabole car f(a) =a x 0+ =f.
e Comme (x —a)? = 0 pour tout x € R, alors pour tout x € R :

sia>0 sia<0
a(x-a)?=0 alx-o)?<0
ax—-a’+p=p ax—-a)’+p<p
fx)=p fx)<p
B estle minimum de f B estle maximum de f

& Propriété

Une parabole est symétrique par rapport a la verticale passant par son sommet.

I.3. Forme factorisée
/' Définition

Dans certains cas, un polynéme du second degré peut aussi s’écrire sous la forme

f) =alx —x)(x—x,)

ol a est le coefficient de plus haut degré (le méme que celui de la forme développée), et x; et x, sont les
racines du polynoéme.
Cette écriture s'appelle la forme factorisée du polynome. )

& Propriété

Les racines du polynome sont les valeurs qui annulent le polynéme.
Ce sont les abscisses des points d’intersection de la parabole avec I'axe des abscisses.

/T Point histoire

Mohammed Al-Khwarizmi (780/850, ==) est le premier des mathématiciens persans, et sans doute le
plus connu. 11 vit a Bagdad du temps de la splendeur de la dynastie abbasside. Le plus célébre de ses
W écrits, Kitab al-jabr wa al-mugqdbala fut traduit en latin au XII® siecle, sous le titre Algebra. Traitant de
la résolution des équations du second degré, il est considéré comme le premier manuel d’algebre. )

Il. Discriminant et racines
I1. Mise sous forme canonique
& Propriété
Dans la forme canonique, o et f se déterminent grace aux formules suivantes :

b
a—g et Pp=f(a).

[&@ Démonstration

( b)z_b2—4ac

X+ —
4a?

(5] [z
xX+—| - |—| +—
2a 2a a 2a

On retrouve bien la formule donnée pour a et on a vu plus haut déja que f (o) = p.

b
Onaf(x)=ax2+bx+c=a(x2+5x+2)=a

=a

—_—
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/B Algorithme

En [ @ python], on peut créer une permettant de calculer les valeurs de x et de f :

1 # Calcul de alpha et de beta

2 from math import *

3 def formecanonique(a,b,c):

4 alpha = -b/(2%*a)

5 beta = a*alpha**2 + b*alpha + c
6 return alpha, beta

K @ Code Python }

>>> formecanonique(-3,-5,2)
(-0.8333333333333334, 4.083333333333334)

Fin de la console @ python

Début de la console @ python

1.2. Discriminant

/& Définition

Soit f(x) = ax? + bx + ¢ un polynome du second degré.
On appelle discriminant et on note A le nombre

A=b*>-4xaxc.

/€% Propriété

Le polynome ne peut étre factorisé que si A est positif.

[ Démonstration

Dans la forme canonique, avec les formules ci-dessus, on a:

b\2 b%®-4ac b\ A
fo=a ( ) _ b -dac (x+_) _A

X+ —
2a 4a?

¢ Lorsque A est positif, on voit apparaitre dans les crochets une différence de deux carrés, que I'on sait facto-

riser a I'aide de I'identité remarquable A?> —B? = (A —B)(A + B);

¢ Quand A est négatif, on y retrouve une somme de deux nombres positifs.

(B Algorithme

En|[§ @ python], on peut créer une permettant de calculer la valeur de A :

1 # Calcul de delta

2 from math import *

3 def delta(a,b,c):

4 delta = b**2 -4xa*c
5 return delta

\ @ Code Python }

>>> delta(-3,-5,2)
49

Fin de la console @ python

Début de la console @ python
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11.3. Calcul des racines

[14 Théoréme

Soit f(x) = ax?® + bx + ¢ un polynéme du second degré. On calcule A = b? — 4ac.
* SiA <0, alors le polynome n’a pas de racine réelle. Il ne se factorise pas.

e Si A =0, alors le polyndome a une seule racine, appelée racine double. Elle est égale a o = o
a

La forme canonique est également la forme factorisée.
e SiA >0, alors le polyndme a deux racines réelles x, et x, que I'on calcule grace aux formules

:_b_—\/Z et :_b-i-—\/Z

X
2a 2a )

X1

[ Démonstration

Onaf(x)=a (x+— —-—
2a 2a 2a 2a 2a 2a

Il suffit de résoudre I’équation f(x) = 0 pour trouver les racines de f.

b)z_(ﬁ)z (ﬁﬂ)(ﬁﬂ)

[ﬁ Algorithme

En g @ python], on peut créer une permettant de calculer les éventuelles racines :
\ @ Code Python }

1 # Calcul des éventuelles racines
2 from math import *
3 def racines(a,b,c):
4 # Calcul de Delta avec la fonction précédente
5 d = delta(a,b,c)
6 print (£"Delta={d}")
7 if d <0 :
8 print ("Aucune racine")
9 elif d ==
10 print(£"Une racine, {-b/(2*a)}")
11 else :
\\}2 print (f"Deux racines, {(-b+sqrt(d))/(2*a)} et {(-b-sqrt(d))/(2xa)}")

Début de la console @ python

>>> racines(-3,-5,2)

Delta=49

Deux racines, -2.0 et 0.3333333333333333
>>> racines(1,1,1)

Delta=-3

Aucune racine

>>> racines(1,-2,1)

Delta=0

Une racine, 1.0

Fin de la console @ python
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I.4. Résolution d’équations de degreé 2
1 Idée
Jusqu’a maintenant, pour résoudre une équation de degré 2, le seul outil dont on disposait était la « regle du
produit nul » : un produit de facteurs est nul ssi I'un au moins des facteurs est nul.
Pour cela, il fallait donc se ramener a quelque chose de nul en passant tout dans un seul membre de I'équa-
tion, puis a un produit en factorisant, ce qui n’était pas toujours possible.

Nous avons désormais la possibilité d'utiliser les formules discriminant/racines au lieu de factoriser, a condi-
tion tout de méme d’avoir une équation du type ax? + bx + ¢ = 0.

/I Point histoire

Les équations du second degré sont au centre de 'algébre babylonienne, dés avant le XVIII® siécle avant JC.

La tablette d’argile BM 1390 a été qualifiée de « véritable petit manuel d’algebre, consacré a I’équation du
second degré et aux systemes d’équations, et donnant les procédures résolutoires fondamentales ».

Au VIII® siecle, le mathématicien indien Sridhar Acharya indique la maniere de calculer les deux racines
réelles.

Les équations du second degré ont été étudiées systématiquement par Al-Khwarizmi. Y.

¥= Méthode

Pour résoudre une équation du second degré (c’'est-a-dire « avec des x? »), on peut :
» développer;
e tout passer dans le méme membre pour avoir ... =0;
e calculer A et les éventuelles racines;
 conclure en donnant I'ensemble des solutions (suivant les cas, @, {a} ou {x;; x,}).

I.5. Somme et produit des racines
& Propriété
Soit f(x) = ax? + bx + ¢ un polyndéme du second degré ayant deux racines x, et x,. Alors :

-b
* la somme des racines est égale a —;
a

. . p Y
e le produit des racines est égal a —.
a

[& Démonstration

1l suffit de calculer x,; + x, et x; x x, avec les formules des racines!

(> Remarques

X +x, —b . . . N
T o, autrement dit la moyenne des racines est égale a «.

On retrouve ici I'idée de symétrie de la parabole, par rapport a la verticale passant par son sommet. C’est
une facon de déterminer o (et donc la forme canonique) directement a partir de la forme factorisée, sans
passer par I'étape développée.

¢ Ces propriétés sont intéressantes lorsque I'une des deux racines est une racine évidente, c’est-a-dire une
racine que I'on peut voir (souvent un petit nombre entier). On utilise alors la formule de la somme ou du
produit pour déterminer la deuxiéme racine sans avoir a calculer A (mais dans tous les cas, on peut aussi

déterminer les racines avec la méthode habituelle). )

e Onadonc
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DOC 02

CHO1 - Polynomes du second degré - Exercices

Z Niveaux de difficulté

i’j Basique i" Modérée ‘k Elevée ﬁ Trés élevée

Exercice 1

R Extréme ﬁ” Insensée

>

Les questions suivantes sont indépendantes.

1. Dans chaque cas, écrire le trinbme sous sa forme canonique :
a. x?+6x-8;
b. 2x*+6x +4;
c. 3x*+12x +12;
d. —x*+7x-10.

2. Déterminer le tableau de variation des fonctions suivantes :
a. f(x)=2(x-4)?+3;
b. g(x) = -3(x+1)*-5;
c. h(x)=x(x-8).

3. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = —2x> + 8x — 13.

a. Déterminer la forme canonique de la fonction f.

b. En déduire le maximum de f et la valeur de x pour laquelle il est atteint.

Exercice 2

S

Les questions suivantes sont indépendantes.
1. Résoudre, dans R, les équations suivantes :

x> -x-6=0;
x2-x+2=0;
—x*+2x-1=0;
x*+x-1=0;
2x*+12x + 18 =0;

- 0 o T o

X2 +x=-1;
g 2x-1*+3=0.

2. Ecrire - si possible — les trindmes suivants sous la forme d’un produit de facteurs :

a. f(x)=x*-7x+10;

b. g(x) = —3x%+4x +4;
1 1

c. h(x)=—=x%>—=x+1;
2 2

d. i(x)=2x>+2x+2.
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Exercice 3 ¥4

Sur le graphique suivant, on donne cinq paraboles.
Attribuer, en justifiant, a chacune de ces courbes la fonction qui lui est associée.

filx)=-x*+2x-3

fx)=x*+x+3

f > fi(x)=2x*-5x+3
4
filx) = —2x*>-5x+3

— 42 1
(X)) =x"+x+5

Exercice 4 X

Les questions suivantes sont indépendantes.

1. Résoudre, dans R, les équations (on transformera si besoin!) :

a. x3—-8x%2+18x=0;

x2+2x+1

— =2x-1;
x+1

3x2+10x +8

— = 2x+5.
X+2

2. On considere I'équation x? — 4x + (m — 1) = 0 ol1 m est un parametre.

a. Pour quelle valeur de m I’équation admet-elle une seule racine (double)?

b. Calculer cette racine.
3. On considere I'équation x*> —5x +6 = 0.

a. Vérifier que 2 est solution de cette équation.
b. Quelle est la somme et le produit des racines?

c. En déduire I'autre solution.
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4. Résoudre les systémes suivants :

x+y=18
a. ;
Xy =65
b. x+y:4.
Xy =5
Exercice 5 X

Peut-on trouver trois carrés ayant pour cotés des entiers consécutifs et dont la somme des aires est 151257
Si oui préciser quelles sont les valeurs que doivent avoir les cotés.
Méme question avec 15 127.

Exercice 6 A

Quelle largeur doit-on donner a la croix pour que son aire soit égale a l'aire restante du drapeau?

N
~

3m

A<
~

4m

Exercice 7 A

Créer une |§ procédure), en g @ python |, qui :
 prendra en les coefficients [ a), et[g c]d’un trindome ax? + bx + c;

e affichera les coordonnées du sommet de la parabole représentant le trinéme;
* indiquera également l'orientation de cette parabole

@ Code Python \
def analysetrinome(a,b,c)

alpha = .....

beta = ......

print(f"Le sommet de la parabole a pour coordonnées .......... ")

A B cooooo

print(...... )

else

\‘ print(...... )

On devra avoir, par exemple :

Début de la console @ python

>>> analysetrinome(-1,2,-3)
Le sommet de la parabole a pour coordonnées (1.0,-2.0)
La parabole est ouverte vers le bas

Fin de la console @ python
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DOC 03

CHO1 - Polynomes du second degré - Exercices (Correction)

Logiciel

I'adre

Les captures d’écran ont été obtenues grace au logiciel [§ xcas), et notamment sa version en ligne disponible a

sse[g https://www.xcasenligne.fr].

Cependant, les simplifications faites par le logiciel ne donnent pas forcément une écriture «identique » a celle
trouvée a la main , donc « prudence »!

/

Exercice 1

-b
1. Pour la forme canonique, il s'agit de a(x — a)* +p avec o = 5a etp=axa®+bxa+c.
a

S Xcas en ligne B+ - o X

« (6] O B httpsi//www.xcasenligne.fr/giac_online/demoGiacPhp.php b

evY Tz e W VP E =y symtaxe EETNA

Xcas en ligne. Tapez une instruction dans cette console (assistant avec la bouée).

forme_canonique(x”*2+6%x-8)
(x+3)°-17

forme_canonique(2*x”2+6*x+4)

3 1
Z(X + E) +5
forme_canonique(3*x”2+12*x+12)
30+2)°
forme_canonique(-x"2+7*x-10)
2
[x+2) £ 8
(x+3) +3

I < [ o o]« [ | e e« I

X

2. Pour déterminer le tableau de variation d'un trinéme, on utilise «,  puis I'« ouverture » de la parabole :

a. f(x)=2(x —4)%+3 est sous forme canonique :

X —00 4 +00

f \3/’

b. g(x) = —3(x + 1)? - 5 est sous forme canonique :

c. h(x) = x(x — 8) donne la forme canonique h(x) = (x —4)* - 16:

x —00 -1 +00

g //////_5\\\\\\

X —o0 4 +00

L \ » /

3. a. Onaf(x)=-2(x- 2)> -5, etla parabole, « non souriante », a pour sommet (2; —5).

b. De ce fait, le maximum de f est M = -5, atteint pour x = 2.

[SPE.MATHS]
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Exercice 2 k

1. Pour résoudre les équations, on vérifie que ce sont des équations du 2¢ degré « avec 0 de I'autre coté », et si
besoin on « transforme » :

e on calcule A = b? —4ac;

* suivant son signeon a:
- aucune racine (et aucune factorisation) si A < 0;
— une racine (-b/24) si A = 0;
- deux racines ((-b£vd/24) si A > 0.

S Xcas en ligne E + - o0 &

< C O B https://www.xcasenligne.fr/giac_online/demoGiacPhp.php b =

er 02 ma DN A S sy EEN

Xcas en ligne. Tapez une instruction dans cette console (assistant avec la bouée).

resoudre(x”2-x-6=0)
[-2,3]

resoudre(x”2-x+2=0)

1]

resoudre(-x"2+2*x-1=0)

[1]

resoudre(x”2+x-1=0)
B-1-45), 2~ 1+5))

resoudre(2*x”2+12*x+18=0)

[-31

resoudre(x"2+x=-1)

0}

resoudre((2*x-1)"2+3=0)

1]

Télicharges Keas [ [ [t [ [t [ [ | et | e | 22 [

2. Pour écrire un trinéme sous forme factorisée, on calcule ses éventuelles racines (via A) puis :
* factorisation a(x — x;)(x —x,) siA > 0;

« factorisation a(x — xg)% siA = 0;
* pas de factorisation si A < 0.

S Xcas en ligne E + - o0 &

< C O B https://www.xcasenligne.fr/giac_online/demoGiacPhp.php b =
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Xcas en ligne. Tapez une instruction dans cette console (assistant avec la bouée).

factoriser(x"2-7*x+10)
(x=5)x-2)

factoriser(-3¥x*2+4*x+4)
—((x-2)(3x +2))

factoriser(-1/2*x"2-1/2*x+1)
—(x - 1(x +2))
2

factoriser(2*x"2+2%x+2)
o +2x+2

T [ = o o <[ [ o [ [ I

Exercice 3 K

On détermine les formes canoniques pour déterminer les tableaux de variations, et donc la courbe correspon-
dante!
e fi(x) =—x?+2x—-3=—(x~-1)?-2avecle sommeten (1; —2).
f(x) = x* +x +3 = (x +0,5)* + 2,75 avec le sommet en (—0,5; 2,75).
f(x) =2x% = 5x +3 = —2(x — 1,25)% — 0,125 avec le sommet en (1,25; —0,125).
fi(x) = —2x* —5x +3 = —2(x + 1,25)* + 6,125 avec le sommet en (—1,25; 6,125).

. 1 .
* fi(x)= xX2+x+ i = (x +0,5)? avec le sommet en (—=0,5; 0).
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Xcas en ligne. Tapez une instruction dans cette console (assistant avec la bouée).

forme_canonique(-x"2+2*x-3)
~x-1'-2

forme_canonique(x”"2+x+3)

forme_canonique(2*x"2-5*x+3)

forme_canonique(-2*x"2-5%x+3)

forme_canonique(x"2+x+1/4)

(x+)
T = [ [+ o o [ [ [ e e [ TN

filx)=-x*+2x-3
LX) =x*+x+3
f(x) =2x*-5x+3
fi(x) = —2x*>-5x+3
fix)=x*+x +%

Exercice 4 X

1. Pour résoudre les équations suivantes, on les transforme pour se ramener a une équation que I'on sait ré-
soudre :

a. Léquation proposée ne peut pas (encore) étre résolue (pb avec le « x* »), on transforme!
x3—8x%+18x =0 © x(x*> —8x + 18) = 0 qui est une équation produit :

e x=0o0u
e x?>—8x +18 =0 pourlequel A = —8 donc pas de solution pour cette « partie »
Ainsi 8 = {0}

b. Pour la deuxieme équation, on va utiliser le produit en croix, et on a une valeur interdite (x = —1).
x2+2x+1 ) , ) ,
Tsz—l@x +2x+1=0Q2x-1Dx+1) e x“+2x+1=2x"+x-1 —-x“+x+2=0.

X
On a A =9 etles deux racines sont x, = 2 et x, = —1 (valeur interdite!).
Ainsi § = {2}
3x*+10x +8 ) ) )
C. 12 =2x+53x°+10x+8=(x+2)2x+5) © 3x°+10x+8=2x“+9x + 10
X

o x> +x-2=0(avec x # —2).

Ona A =9 etles deux racines sont x;, = 1 et x, = —2 (valeur interdite!).
Ainsi § = {1}
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S Xcas en ligne E + - o0 &

<« C O B https://www.xcasenligne.fr/giac_online/demoGiacPhp.php b =
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Xcas en ligne. Tapez une instruction dans cette console (assistant avec la bouée).

resoudre(x”3-8*x"2+18%x=0)
[0]

resoudre((x*2+2*x+1)/(x+1)=2%x-1)

resoudre((3*x"2+10%x+8)/(x+2)=2*x+5)
[1]

[rTE— T |e|.ﬁ-|n-..4|.,..,.|,|w|e|.é,,|.hm|nm|@—

2. a. L'équation admet une seule racine (double) dans le cas ot le discriminant est nul.
EtA=0® b*-4ac=0< (-4)?-4x1x(m-1)=0©16-4m+4=0c —4m=-20 © m =5.
-b —(-4
b. Dans ce cas, la racine (double) vaut x, = — = =D
2a 2x1

3. a. 2estsolution de'équation car2? - 5x2+6=4—10+6=0.

= 2 (c’est 'identité remarquable x* — 4x +4!)

b. La somme des racines vaut -5/a = 5 et le produit des racines vaut ¢/a = —6.
c. Onadoncx; =2etdoncx; +x,=5=x,=5-2=3.
x+y=18 . )
= x et y sont les racines de X“ — 18X + 65.
Xy =65
On utilise A, et on trouve x = 13 et y = 5 (ou le contraire...)

x+y=4 . )
b. 5 = x et y sont les racines de X~ — 4X +5.
Xy =

On utilise A, et on ne trouve aucune solution...

Exercice 5 X

On pose x le coté du premier carré, de sorte qu'on cherche x tel que x? + (x + 1)? + (x +2)? = 15125
Etx?+ (x + 1%+ (x +2)>=15125 & ... © 3x? + 6x — 15150 = 0 qui donne x = 70 ('autre solution est négative!).

De méme, on cherche x tel que 3x* + 6x — 15122 = 0 qui ne donne aucune solution entiére!

Exercice 6 X

On détermine :

e l'aire totale du drapeau: Ay =4 x3 =12;

e laire dela croix:.A¢ = (bde horiz)+(bde vert)—(petit carré du milieu en double) = x x4+xx3—x% = —x?+7x.
On cherche donc x (x = 0) telque Ac =6 & —x*+7x =6 © —x*+7x —6=0.
On obtient A = 25 et la solution (positive) x = 1 ('autre vaut —6!)
Donc la bande doit avoir une largeur de 1 m.

Exercice 7 X

\ ® Code Python )

def analysetrinome(a,b,c)
alpha = -b/(2%a)
beta = a*alpha*#*2 + b*alpha + c
print(f"Le sommet de la parabole a pour coordonnées ({alphal},{betal})")
if a > 0 :
print("La parabole est ouverte vers le haut")
else :
\‘ print("La parabole est ouverte vers le bas")

On peut vérifier sur [g https://python.cpierquet.fr/?from=examples/2m2chap0lexos.py]:

Début de la console @ python

>>> analysetrinome(-1,2,-3)
Le sommet de la parabole a pour coordonnées (1.0,-2.0)
La parabole est ouverte vers le bas

Fin de la console @ python
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DOC 04

CHO2 - Suites numeériques

I. Définitions
1.1. Vocabulaire et notations
f@ Définition

Une suite numérique est une liste (infinie) de nombres, appelés termes, qui sont ordonnés et numérotés.
Le premier terme d’une suite u se note u,, le suivant u,, ... et plus généralement, le terme de rang n , appelé
aussi terme d’indice 7, se note u,,.

Lensemble de tous ces termes, qui constitue la suite, est noté u ou plus souvent (u,,). )

(> Remarques

* Une suite est en fait une fonction définie sur I'ensemble N des entiers naturels : a chaque entier 7 elle fait
correspondre une et une seule image u,,

* Comme I'ensemble N a pour plus petit élément 0, il est trés courant de noter 1, le premier terme de la suite.
En fonction des situations, on choisira de démarrer a u; ou u, (ou méme encore d’autres indices) suivant
ce qui sera le plus naturel. )

1.2. Differents modes de définition
© Cadre

Il existe plusieurs modes de génération d’'une suite :

e Avec une formule de récurrence : Les termes sont définis de proche en proche. Une formule de récurrence
explique comment passer d'un terme au suivant. C’est en général une relation entre deux termes consé-
cutifs u,, et u,,,. Dans ce cas, il faut également préciser la valeur et I'indice du premier terme de la suite.
Pour calculer un terme d’'une suite définie par récurrence, il faut a priori d’abord calculer tous les termes
précédents.

¢ Avec une formule explicite : Les termes ne dépendent que de leur rang 7. On peut calculer n'importe quel
terme directement. On se rapproche davantage de la notion de fonction qu’on a I’habitude d’utiliser. u,, est
défini a partir d'une formule dépendant de n.

Y= Méthode

Pour bien comprendre et étudier une suite, il est impératif de savoir avant tout si la suite est une suite récur-
rente ou une suite explicite. Les techniques d’étude ne seront pas les mémes dans les deux cas.

B Exemples

Uy =25 S e
est une suite récurrente.
Uy =2U,—3 pourtoutneN

La formule explique que pour déterminer un terme de la suite, on prend le précédent et on le multiplie par
2 puis on soustrait 3 au résultat, et ainsi de suite en démarrant avec le nombre 5.
uy = 5 d’apres I'énoncé.
Uy =2uy—3=2x5-3=7etu,=2x7-3=1letuz=2x11-3 =19 etc

e Lasuite (v,) définie par v, = 2" — 5 pour tout n € N est une suite explicite.
La formule explique que, pour calculer le n-ieme terme de cette suite, on éleve 2 a la puissance n puis
on soustrait 5. Il n'est pas nécessaire de connaitre le terme précédent pour le calculer, seul son rang est
nécessaire.
vp=2"-5=1-5=—-4etv; =2'-5=2-5=-3etv, =2"-5=128-5=123 etc

¢ La suite (u,) définie par {

/
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1.3. Méthodes de calculs

B Calculatrice

Ala calculatrice, on peut utiliser la touche pour calculer les termes consécutifs de la suite :

[E]
5

2xAns-3
2xAns-3

2xAns—3
JUMP IDELETEMMATVCT] MATH

/B Logiciel

On peut utiliser un pour calculer les termes d’une suite (explicite ou non), grace aux références des
cellules puis a la [g poignée de recopie] :

i B
1 n u(n)
e 0 D—— formule explicite en fonction de A2...cellule a recopier
3 1
4 2
g B
1 n u(n)
0
2 T (erme initial
H 1 R— formule de récurrence en fonction de B2, cellule a recopier
4 2
/

/B Algorithme

On peut utiliser un algorithme, par exemple en [ @ sython], pour calculer les termes d'une suite récurrente :

@ Code Pythorh
def terme_un(n):

u= ... # ler terme de la suite
for i in range(l,...) : # 1 va de 1 d ..

T S cooo0o0o0coc # formule de récurrence
return u

g W N

Il. Représentation graphique
I11. Cas géeneéral
/= Méthode

Pour représenter graphiquement une suite numérique (u,,), on dessine le nuage de points de coordonnées
(n; u,) pour n entier naturel. On trouve donc en abscisses les rangs 7 (entiers positifs) et en ordonnées les
termes u,,. Y.

KA Attention

Ces points ne doivent pas étre reliés, contrairement a ce que l'on fait habituellement pour les fonctions.
En effet, une fonction est définie sur un intervalle : entre deux valeurs de cet intervalle, on peut toujours en
trouver une troisieme. Par contre, entre deux nombres entiers consécutifs, il n'y a rien. )
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(> Remarque

Cette technique ne differe pas vraiment de la technique habituelle pour représenter les fonctions : si la suite
(u,,) est définie par une formule explicite du type u,, = f(n) , on peut tracer la courbe de la fonction f , puisy
matérialiser les points d’abscisse entiere! )

1.2. Cas d’une suite récurrente
/§ Idée

Dansle cas d'une suite récurrente, on utilise souvent une autre technique, qui al'avantage de ne pas nécessiter
le calcul des termes de la suite, et qui permet de visualiser rapidement certaines propriétés de la suite. )

Y= Méthode

Dans le cas d'une suite récurrente définie par une relation du type u,,,; = f (u,), on peut aussi la représenter
sur un axe gradué, en général celui des abscisses :

¢ On cherche I'expression de la fonction f associée.

¢ Onlareprésente dans un repére et on trace également la droite A d’équation y = x.

On place le premier terme au niveau de sa valeur sur l'axe des abscisses.

On cherche son image par la fonction f sur I'axe des ordonnées : c’est u; .

e Onramene u, sur 'axe des abscisses grace a la droite A.

Et on recommence... on trace alors une « toile » en « escalier » ou en « escargot » qui permet de conjecturer
beaucoup de choses concernant la suite (sens de variation, existence d'une valeur limite).

/\,6 Exemple
p . S REd Uy =2
Représenter graphiquement la suite récurrente définie par .
Uy =-05u,+2 pourtoutn eN
/
/1 Illustration
AN
2 -
1,5 + e
; i
14 A PN
T
4 Y :
0,5 +
0 : ; ; ; )
0 0,5 1 1,5 2
J
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lll. Sens de variation
l11.1. Définition
/© Définition
Une suite (u,,) est dite :
* Croissante (a partir de n,) si et seulement si u,, < u,,,, pour tout n (= n,)
» Décroissante (a partir de n,) si et seulement si u,, = u,,,, pour tout n (= n,)
* Constante (a partir de n,) si et seulement si u,, = u,,,; pour tout n (= n,)

* Monotone si elle ne change pas de sens de variation
* Dans tous les autres cas, on dira simplement que la suite n’est pas monotone. )

(> Remarque

On définit de la méme fagon une suite strictement croissante ou strictement décroissante, il suffit de changer
I'inégalité large par une inégalité stricte! )

l1l.2. Méethodes de recherche
Y= Méthode
Pour étudier le sens de variation d'une suite :
* on calcule la différence u,,; — u,, entre deux termes consécutifs;
* on étudie son signe;

* siladifférence est toujours positive, alors la suite est croissante et sila différence est toujours négative,
alors la suite est décroissante.

(> Remarques

Dans certains cas, on peut également utiliser d’autres méthodes :
* Sila suite est explicite du type u,, = f(u,), on peut étudier les variations de f sur R*.

* Si la suite est une suite de termes strictement positifs, on peut aussi calculer le quotient —=X et le
n
comparera 1. )

IV. Compléments
IV1. Limite d’'une suite
© Cadre

Il ne s’agit cette année que d’avoir une notion intuitive de ce qu’est la limite d'une suite.

S’intéresser a la limite d'une suite (u,,), c’est étudier le comportement des termes lorsque le rang n devient
tres grand, c’est-a-dire lorsque 7z tend vers +oo.

Nous avons vu sur des exemples que, dans certains cas, les termes de la suite semblent étre de plus en plus
proches d’une certaine valeur ¢, on dit alors que la suite converge vers ¢, et on écrit nl_lglc>o u,="2¢.

Dans d’autres cas, les termes semblent devenir aussi grands que 'on veut, a condition de choisir n assez grand.
On dit que la suite diverge vers + co et on écrit lim u, = +oo.
n—+oo

Une suite peut également diverger vers —oo.

Il arrive aussi que la suite ne semble pas se rapprocher de quoi que ce soit en particulier et n’ait pas de limite.
On dit alors aussi qu’elle est divergente.
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IV.2. Suites et algorithmes
/@ Cadre

Dans le cadre des suites, et tout particulierement dans celui des suites récurrentes, on utilise beaucoup l'al-
gorithmique. Les permettent notamment de répéter une instruction (ou une liste d’instructions).
On distingue essentiellement :

* laboucle ou |§ FOR), pour répéter une instruction un nombre donné de fois;

* la boucle [g TANT QUE] ou [§ WHILE], pour répéter une instruction jusqu’a une condition d’arrét. (On parle
aussi de boucle conditionnelle)

Un passage dans une boucle s'appelle une [§ itération).
On utilise une boucle [g PoUR] quand on connait a 'avance le nombre d’itérations a effectuer, une boucle

[CTATaUE) sinon.

s

/@ Python
La boucle s’écrit dans :

\ @ Code Python }
1 # boucle pour

2 for <variable> in range(<premiére itération>,<derniére itération + 1>)
3 <instructions>

5t 2 . N K 2 LEN K P
@ Dans on écrit la premiere valeur de [z i] utilisée, et la premiére valeur de [z i) non utilisée.

/@ Python
La boucle [§ TANTQUE] s'écrit dans :
k @ Code Python }
1 #boucle tantque

2 while <condition> :
3 <instructions>

@ La doit étre vérifiée au départ pour qu’on entre dans la boucle.

/ﬁ Algorithme - Recherche du terme d'une suite récurrente

Pour calculer un terme donné d’une suite récurrente, on connait le nombre d’itérations : on utilise donc une

boucle [g POUR/.
Le programme ci-dessous permet de calculer les termes de la suite (u,) définie par
Uy = 300

Up =1,02xu,

K @ Code Python }
def terme_un(n):

1

2 u = 300 # ler terme de la suite
3 for i in range(l,n+1) : # 1 va de 1 d n
4
5

u=1.02*u # formule de récurrence
return u

Pour calculer par exemple us, il suffira d’appeler dans la :

Début de la console @ python

>>> terme_un(7)
344.6057002947841

Fin de la console @ python )
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/ﬁ Algorithme - Recherche d’un rang (algorithme de seuil)

Si on cherche le rang a partir duquel les termes d'une suite vérifient une certaine condition, on ne connait
pas le nombre d’itérations a effectuer, donc on utilise une boucle [§ TANTQUE).

A chaque itération, on teste la condition : tant qu'elle est vraie, on continue a calculer ; des quelle est fausse, on
sort de la boucle.

Par exemple,une somme de 300 € est placée a intéréts composés au taux de 2 % par an. On souhaite savoir
pendant combien de temps laisser dormir cet argent pour disposer d’au-moins 350 €.

k @ Code Python }
1 def seuil(S)
2 n=0 # rang initial
3 u = 300 # 300€ disponibles
4 while u < S : # tant qu'on a moins de S euros
5 u=1.02%u # on ajoute 2/
6 n=mn+1 # on incrémente
\7 return n,u # on renvoie le rang et la somme

Pour savoir quand on atteindra 350 € sur le compte, il suffira d’appeler dans la :

Début de la console @ python

>>> seuil(350)
(8, 351.4978143006798)

Fin de la console @ python

On sait donc qu'’il faudra attendre 8 ans et qu'on disposera alors de ug =~ 351,50 €. (On remarquera qu’on avait
bien trouvé u, < 350 avec le programme précédent.) )

@ Algorithme - Recherche de la somme des termes d’une suite

Si on veut additionner tous les premiers termes d’une suite avec un programme, il faut calculer la somme au
fur et a mesure car les termes sont écrasés d’'une itération a l'autre.

Par exemple, si on veut calculer la somme de tous les carrés parfaits jusqu’a un rang n, autrement ditla somme
12+ 22 + --- + n?, on peut utiliser :

\ @ Code Python }
1 def somme_carres(n)
2 u=1 # le ler carré wvaut 1
3 s =1 # la somme aussi
4 for i in range(2,n+1) # 1 va de 2 d n
5 u = i**2 #u_ 1 =14°
6 s =8 +u # on augmente la somme partielle de u
\ 7 return s # on affiche la somme compléte

Dans la console ci-dessous, on voit que la somme des trois premiers carrés est 12 + 2% + 3% = 14, mais aussi
que la somme des carrés jusqu’a 100? est égale a 338350, tout aussi rapidement :

Début de la console @ python

>>> somme_carres (3)
14

>>> somme_carres (100)
338350

Fin de la console @ python

On peut bien sir calculer aussi la somme des termes d'une suite récurrente en écrivant la formule adéquate
pour calculer u; alaligne [z 5]. S
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IV.3. Suites et Représentations graphiques

/1 Manipulations - Suites explicites

1
On considere les suites (u,,) et (v,) définies u,, = et = 0,25n% — n définies sur N.
n

ATaide de la calculatrice, et notamment du module [{ Suites), représenter graphiquement (nuage de points)
les 10 premiers termes des suites (u,,) et (v,). )

/1 Illustrations - Suites explicites

AN A
o (u,) o(v,)
0,8 + 12 +
0,6 + gl
0,4 +
4__
0,2 +
0 ——t—t— 1
0 ———t— 1 — > I 1 2 3 4 5 6 7 8 9
01 2 3 456 7 89 -4 )

[I—’ Manipulation - Suite récurrente

1
On considere la suite récurrente définie par u, = 1 et u,,,; = 1 + — pour tout entier n.
un
e Calculer les 10 premiéres termes de (u,,) et représenter graphiquement son nuage de points (graph. v1).

e En utilisant la technique de la « toile d’araignée », représenter les premiers termes de (u,,) (graph. v2). Y.

/1+ Illustration - Suite récurrente (vl)

4
2
1,5 ¢+
14+
0,5 +

~

0 ; ; t
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Y

/122 Illustration - Suite récurrente (v2)

]
0
>

B
2
1,5 1

14

0,5 1

~

0 ;
0 0,5 1 1,5 2

/
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IV.4. Point histoire

I Point histoire - Source Wikipedia

Les suites numériques sont liées a la mathématique de la mesure (mesures d'un phénomene prises a inter-
valles de temps réguliers) et a 'analyse (une suite numérique est ’équivalent discret d'une fonction numé-
rique).

Lanotion de suite est présente des qu'apparaissent des procédés illimités de calcul. On en trouve, par exemple,
chez Archimede, spécialiste des procédés illimités d’approximation (séries géométriques de raison 1/4) pour
des calculs d’aires et de volumes, ou en Egypte vers 1700 av. J.-C. et plus récemment au I** siécle apr. J.-C. dans
le procédé d’extraction d’'une racine carrée par la méthode de Héron d’Alexandrie.

On retrouve ensuite cette préoccupation plusieurs siecles plus tard (a partir du XVe siecle) avec la méthode
des indivisibles (Cavalieri, Torricelli, Pascal, Roberval).

C’est ainsi que 'on voit Bernoulli, Newton, Moivre, Stirling et Wallis, s’'intéresser aux suites pour approcher
des valeurs numériques. C’est a Lagrange que 'on doit, semble-t-il, la notation indicielle. L'étude des suites
ouvre la porte a celle des séries entieres dont le but est d’approcher, non plus des nombres, mais des fonctions.
Dans la seconde moitié du XX¢ siecle, le développement des calculateurs et des ordinateurs donne un second

souffle al’étude des suites en analyse numérique grace a la méthode des éléments finis. On en retrouve I'usage
aussi dans les mathématiques financiéres.

/ rnE Lo h
= N . EP _E h
2, Y o
A 7 i A W ' 7 4
il B T bl B N ol
N A LAT SPLT e Lrusd o Y
T 7% I
L Ay P
; R i
iy S S
Loy
Sy v o
0 F ¢ s F ;n
i hvd b 5 B
A Ch, Gt
b 7 Z
L\_ "_\ z:'-’-. '
4 ik “
} b 4
_v_‘\,_ _{‘—v—} _{:—v_} [ AR M T AL S 3§ [
% Y { s gd ey ;ﬁF Re¥a
5 K¢ £, K
2z - Trgm g
e wy e
% Lo

[SPE.MATHS] @@@@ -25/169 -



[SPE.MATHS] C. Pierquet

Lycée Edmé Bouchardon - 2021/2022

DOC 05 : . :
CHO2 - Suites numeriques - Exercices

& Niveaux de difficulté

% Basique K Modérée K Elevée i Trés élevée R Extréme

Exercice 1

_ﬁ‘ Insensée

>

On considere la suite (u,,) définie par u,, = n® + 3n — 1 pour tout entier n.

1. Calculer u, puis u;.
2. Calculer la valeur de u,,.

3. Exprimer u,, + 1 et u,,, en fonction de n.

Exercice 2

+2

On consideére la suite (u,,) définie par u,, = pour tout entier 7.
n

1. Calculer u, puis u;.

2. Lasuite (u,,) est-elle définie par récurrence ou par une formule explicite?
3. Déterminer la fonction f associée a la suite (u,,).
4

. Calculer la valeur de us,.

Exercice 3

>

On considere la suite (u,,) définie par u, = 4 et u,,,; = 2u,, — 3 pour tout entier n.

1. Calculer u, et u,.

2. Lasuite (u,) est-elle définie par récurrence ou par une formule explicite?

3. Déterminer la fonction f associée a la suite (u,,).

4. Déterminer, en utilisant le module de la calculatrice, la valeur de u,5.

Exercice 4

N . s U, +2 .
On consideére la suite (u,,) définie par uy=1etu, ., = ;’—1 pour tout entier n.
uy, +

1. Calculer les valeurs de u; et u,.

2. Lasuite (u,) est-elle définie par récurrence ou par une formule explicite?

3. Déterminer la fonction f associée a la suite (u,,).

4. Déterminer, en utilisant le module de la calculatrice, la valeur de u,,,.

Exercice 5

Exercice 6

On considere la suite (u,,) définie par u, = 10 et u,,,, = n — u,, pour tout entier 7.
1. Calculer les valeurs de u; et u,.
2. Déterminer, en utilisant le module de la calculatrice, la valeur de u,g.

(n+1v,
nl+v,)

On considere la suite (v,) définie par v; =4 et v,,,; = pour tout entier 7.

1. Calculer les valeurs de v, 15 et v;.
2. Déterminer, en utilisant le module de la calculatrice, la valeur de ;.
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Exercice 7 X

n

On considere la suite (u,,) définie par u,, =
n

pour tout entier n.
+1

1. Calculer les valeurs de v, vy, v,, 15 €t v;.

2. Démontrer que v,,, > 0 pour tout entier n, et que v,,,,; < 0 pour tout entier 7.

Exercice 8 X

2
On considere la suite (w,,) définie par w,, = = pour tout entier 7.

1. Calculer w,, w,, w, et w;.
Wni1

2. Montrer que le quotient est indépendant de n pour tout entier n.

n

Exercice 9 R
1

On consideére la suite (u,,) définie par u,, = 1 + — pour tout entier naturel n non nul.
n

1. Calculer les 3 premiers termes de la suite (u,,) ainsi que le 15°™¢.

2. Représenter, dans le repere suivant (1'unité verticale est a préciser), les 10 premiers termes de (u,,).

A

~

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

3. Conjecturer le sens de variation ainsi que la limite éventuelle de la suite (u,,).

4. a. Montrer que u,,; — u, pour tout entier n non nul.

- nn+1)
b. En déduire le sens de variation de la suite (u,,).

5. Montrer que u,, > 1 pour tout entier n non nul (on dit que («,,) est minorée par 1).

Exercice 10 %

On considere la suite (v,) définie par v, = 2 et v,,; = 0,25V + v, pour tout entier 7.

1. Calculer v, v, et vs.
2. a. Déterminer la fonction f telle que v,,,; = f(v,,).

b. ATlaide de la courbe €  donnée ci-dessous, représenter graphiquement les premiers termes de (v,)-
T Ary=x C :
1,0 +

0 ; }
0 1 2

~

c. Conjecturer le sens de variation ainsi que la limite éventuelle de la suite (v,,).

3. Calculer v,,, — v, pour tout entier naturel n puis en déduire le sens de variation de la suite (v,,).
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DOC 06
CHO2 - Suites numériques - Exercices (Correction)

Exercice 1

1. On a (formule explicite) 4y =03 +3x0—-1=-letu; =13+3x1-1=3.
2. Ona, de méme, ;= 10> +3 x 10— 1 =1029.

3.« Onau,+1=n*+3n-1+1=n+3n;

>

e U, =n+12+3n+1)-1=n*+3n*+3n+1+3n+3—1=n®+3n%+6n.(quiest différent de u,, + 1!)

Exercice 2
0-3 1-3 2
1. On a (formule explicite) uy = —— =-1,5etu; = —— = ——.
0+2 1+2 3
2. Lasuite (u,,) est définie par une formule explicite.
x-3
3. Lafonction f associée a la suite (u,,) est f(x) = - (on remplace n par x!).
X
50-3 47
4. Onausgy=———=—.
50+2 52
Exercice 3

X

1. On a (formule de récurrence) :
* Uy =2Uuy—3=2x4-3=5;
* U,=2u;—-3=2x5-3=7.
2. Lasuite (u,) est définie par récurrence.
3. Lafonction f associée a la suite (u,,) est f(x) = 2x — 3 (on remplace u,, par x!).
4. Le module de la calculatrice donne u;5 = 32771.

B E E
: Réglage Table n+1 an+1=2an-3
Start:0 ntl = an+1
End :20 12 4099
ao :4 13 8195
D 14 16387
Co 1000 15
anStr:0 32771
[SEL+SIDELETE] TYPE [n.an| SET JIF:INS I WPV Y]
Exercice 4
1. On a (formule de récurrence) :
Up+2 1+2 3
* U = > :2—:—:1,5;
ug+1 1°+1 2
u+2 15+2 14
° = = = —.
27241 152+1 13
2. Lasuite (u,) est définie par récurrence.
xX+2

3. Lafonction f associée a la suite (u,,) est f(x) = (on remplace u,, par x!).

x2+1
4. Le module de la calculatrice donne ,, = 1,2517 (arrondi a 107%).

B B B
5 Réglage Table n+1 an+1=(an+2)1(an2+1)
Start:0 _ntl _ ans
End :20 17 1.2737
18 1.2483
0 :0 19 1.2696
Co 1000 20
anStr:0 1.251743368
SEL+S/DELETE] TYPE Jn.an| SET [N
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Exercice 5 X

1. Il s’agit d'une suite récurrente « non classique » pour laquelle il faut respecter la concordance d’indice!
Upp1 =N— Uy
* Uy =Uy=0-1uy;=0-10=-10;
i u2=u1+1 =l—u1 :1—(—10):11.

2. Le module de la calculatrice donne u;g = 19.

El El El
£ Réglage Table n+1
Start:0 n+l an+1
End :20 15 -3
16 18
o 20 17 -2
Co 1000 19
anStr:0 18
[SEL+S]DELETE] TYPE Jn.an--] SET JIFI:IN= YWY VR DELETE GEFEPIT
Exercice 6 %
1. Il s’agit d'une suite récurrente « non classique » pour laquelle il faut respecter la concordance d’indice!
(n+1v,
Upna1 = o+
nl+v,)
(I+Dv 2y, 2x4
* U=V = L 1 = =1,6;
10+v) 1(1+vy) 1+4
2+1v, 30, 12
° VB = U2+1 = = = —,
21+v,) 2(1+w) 13
B+Dv 4v.
° U4 = V3+1 3 = 3 0,64.

T3(+vy) 30+u)

44
2. Le module de la calculatrice donne v;; = o1 ~ 0,199 (arrondi au millieme).

El £l
: Réglage Table n+1 an+1=((n+1)an)a(n(l+a
Start:1 _n+l ans
n(l+an) End :20 9 0.2482
ai :4 10 0.2209
| b, 0 ] 11
C1 :0 12 0.1811
anStr:0 44,221
[SEL+S]DELETE] TYPE Jn.an~-] SET JIFY:INE N NETH| Y]
Exercice 7 X
-1° D' -D?* 1 Gk -D*
1. Onay, = =lety = =-05ety, = =—ety= =-0,25ety, = =0,2.
0+1 1+1 2+1 3 3+1 +1
2. Ona:
(_I)Zn 1
Uzn = = >0;
2n)+1 2n+1
(_1)2n+1 -1

0.

1% = = <
T on+1)+1 2n+2
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Exercice 8 X

2 2 2 2
1. On a (formule explicite) w, = w0 = 2etw, = o= 0,4etw, = == 0,08 et wy = == 0,016.

2
w, e 2 5" 5" 5" 1
2. Ona 21 = 52 - = - X — = - = = — qui est bien indépendant de !
wy, o 5n+ 2 5nt 5"x5 5
Exercice 9 'y
1 1 1 4 1 16
1. Ona (formule explicite) u; =1+ —-=2etu,=1+=-=15etus=1+-=—-puisuy;s=1+—=—.
1 2 3 3 15 15

2. Onreprésente le nuage de points :

AN
24+ o
1,5 + )
1 —_—
0,5 -
0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

3. On peut conjecturer que (u,) est monotone décroissante et convergente vers ¢ = 1.

1 1 1 n n+1l n—-(n+1) -1
4. a. Onaun+1—un:1+n——(l+ )— =

n] n+l n nm+l) nm+l) nm+l) nn+l)
b. parquotient,onau,_,—u, < 0(pourtout n nonnul), ce quijustifie que (u,) est monotone décroissante.

1
5. Sachant que — > 0, on en déduit que u,, > 1 pour tout entier » non nul.
n

Exercice 10 Y

1. On a (formule de récurrence) :

. vl=—0,25v02+v0=—0,25><22+2=1;
* v, =-0,250 + 1, =—0,25x 1> +1=0,75;

39
o 1, =—0,25v2 + 1, = —0,25 x 0,75* + 0,75 = — = 0,609375.
2 64

2. a. Lafonction f telle que v,,, = f(v,) est f(x) = —0,25x% + x (on remplace u,, par x!).

b. Alaide de la technique de la «toile » :

T Ary=x Gf
1,0 + —
0’75 1 /
0,5 4+
0,25 +
0 4 >
0 1 2

c. On peut conjecturer que (v,) est monotone décroissante et convergente vers £ = 0.

3. Onav,,, - v, = —0,2502 + v, — v, = —0,2502 < 0 pour tout entier naturel 7, donc on en déduit que (v,) est
décroissante.
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DOC 07 . .
CHO3 - Droites et fonctions affines

I. Géneralités
11. Définition
/@ Définition

Une fonction f est affine s'il existe deux réels m et p tels que f(x) = mx + p.
Son programme de calcul ne comporte qu'une multiplication (ou division) et une addition (ou soustraction). )

(> Remarques

e On utilise aussi souvent les notations f(x) = ax + b, qui sont parfois plus ambigiies.
e Si m =0, la fonction est constante.
e Si p =0, la fonction est linéaire et traduit une situation de proportionnalité. )

1.2. Représentation graphique
& Propriété

La courbe représentative d'une fonction affine f(x) = mx + p est toujours une droite.

L'équation réduite de cette droite est y = mx + p.

La constante multiplicative  est la pente de la droite (appelée aussi coefficient directeur).

La constante additive p s'appelle ordonnée a 'origine : c’est la valeur en laquelle la droite traverse ’axe des
ordonnées.

(> Remarque

Inversement, une droite non verticale est toujours la représentation graphique d'une fonction affine. )

& Propriété

Si A(x,;y4) et B(xg; ¥g) sont deux points d’'une droite, alors :
Y8 —Ya _ déplacement vertical
xg—X, déplacement horizontal

m= (compter les déplacements en unités et pas en carreaux)

Y= Méthode
Pour lire 'équation d’une droite, il suffit de trouver p et m :

* On repere 'ordonnée a l'origine p, c’est-a-dire la valeur ou la droite traverse I'axe des ordonnées

* Onrepere deux points de la droite assez éloignés et dont les coordonnées sont les plus précises possibles

déplacement vertical A
et on calcule m avec la formule m = P =2

déplacement horizontal ~ Ax

[\,6 Exemple

La droite tracée ci-dessous est la droite d’équation y = 3x — 2.
En effet :

¢ la droite traverse I'axe des ordonnées en —2 donc p = -2;

3
¢ quand on se décale de Ax = 1 unité vers la droite, on se décale de Ay = 3 unités vers le haut donc m = 7= 3.

.
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/1 ILlustration

~

—/ p (ici —2)

(ﬁ Algorithme
En [g @ python], on peut créer une permettant de calculer les valeurs de metde p :

\ @ Code Python \

from math import *
def eqdroite(xA,yA,xB,yB)
if xA == xB : #la droite est wverticale !

m = (yB-yA)/(xB-xA)
p = yB - m*xB

1
2
3
4 return None
5)
6
7 return m,p

N

Début de la console @ python

>>> eqdroite(1,1,2,4) #droite passant par (1,1) et (2,4)

(3.0, -2.0)
Fin de la console @ python ) )
(> Remarque
On peut également travailler de maniére algébrique pour déterminer p (si on connait m) grace a :
*P=YaTMX Xy,
* pP=)p—MXXp; D

1.3. Tracé
Y= Méthode 1

Pour tracer la droite représentative d'une fonction affine (ou une droite d’équation donnée) :
* On choisit deux valeurs x, et xz assez éloignées
* On calcule lesimages y, = mx, +petyg=mxg+p
* On place les points A et B correspondants et on trace a la regle la droite (AB).

¥= Méthode 2

Pour tracer la droite représentative d'une fonction affine (ou une droite d’équation donnée) :
* On place le point d'ordonnée p sur I'axe des ordonnées.
* Depuis ce point, on se décale de 1 unité en abscisse, puis de m unités en ordonnées : on obtient un
deuxieme point de la droite (et éventuellement on recommence).
* Onrelie ces points a la regle.
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Il. Sens de variations, signe d'une fonction affine
I.1. Sens de variation
& Propriété

Une fonction affine est toujours monotone, et son sens de variation est donné par le signe de son coefficient
directeur m :

* Si m est positif, la fonction est croissante.

* Si m est négatif, la fonction est décroissante.

B Algorithme
En|[g @ python], on peut créer une permettant de retourner le sens de variation d'une fonction affine :

@ Code Pytho'rm

1 from math import *
2 def variation(m,p):
3 if m ==
4 var = "constante"
5 elif m>0 :
6 var = "croissante"
7 else :
8 var = "décroissante"
\\¥9 return var
Début de la console @ python
>>> variation(2,3), variation(-2,-1), variation(0,3)
('croissante', 'décroissante', 'constante')
Fin de la console @ python /

I.2. Signe
& Propriété

Si une fonction affine f n'est pas constante, sa droite représentative n'est pas horizontale donc elle traverse
toujours une seule fois 'axe des abscisses. On trouve cette racine en résolvant I'équation f(x) = 0.

Y= Méthode
Pour dresser le tableau de signes d'une fonction affine :
* On cherche sa racine en résolvant f(x) = 0.

e Pour trouver le signe de f(x) de part et d’autre de cette racine, on regarde le signe de m, qui donne les
variations de f : si elle est croissante, elle ira du e vers le & et si elle est décroissante, elle ira du & vers le o.

[\,6 Exemple
La fonction f définie par f(x) = 3x — 2 tracée ci-dessus a pour tableau de signes :
2
25 —00 = +00
3
3x-2 - 0 +

En effet, elle s'annule lorsque 3x — 2 = 0 c’est-a-dire lorsque x = 2/3.
La pente de la droite est m = 3 qui est positif, donc elle est croissante et va du e vers le &. )
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(> Remarques

Si une fonction affine est constante, elle est toujours du méme signe, celui de p!

Le fait de savoir déterminer le tableau de signes d'une fonction « du premier degré » permet, grace a un tableau
de signes, de pouvoir déterminer le signe d'une fonction se présentant sous la forme :
d’un ensemble de produit(s)/quotient(s) de facteurs du 1°* degré. )

B Algorithme
En|[§ @ python], on peut créer une permettant d’afficher le signe de mx + p :

K @ Code Pythorn

1 from math import *
2 def signe(m,p)
8 if m==0 :
4 if p>=0 :
5 signe = '+'
6 else :
7 signe = '-'
8 print (f"mx+p est du signe de p, soit ici {signel}")
9 elif m>0 :
10 racine , signe = -p/m , '-0+'
11 print (f"mx+p s'annule en {racine} et son signe est {signel}")
12 else :
13 racine , signe = -p/m , '+0-'
\14 print (f"mx+p s'annule en {racine} et son signe est {signel}")

Début de la console @ python

>>> signe(2,3)

mx+p s'annule en -1.5 et son signe est -0+
>>> signe(-2,-1)

mx+p s'annule en -0.5 et son signe est +0-
>>> signe(0,5)

mx+p est du signe de p, soit ici +

Fin de la console @ python j

lll. Compléments - Tableaux de signes, inéquations

& Rappels

Pour créer le tableau de signes d'une expression, il faut trés souvent penser a respecter une regle essentielle
(regle des signes) : 'expression doit se présenter sous forme de produit(s)/quotient(s).

Sice n'est pasle cas, on peut essayer de transformer pour se ramener a la configuration produit(s)/quotient(s).
Pour cela il existe deux techniques de base : factoriser et/ou mettre au méme dénominateur.

4 Rappels

Pour résoudre une inéquation, on peut travailler en utilisant un tableau de signes. Toutefois, avant de se lancer
directement dans la création du tableau, il faut s’assurer qu’on cherche a résoudre « plus grand ou plus petit
que 0!»

Si ce n'est pas le cas, on commence déja par se ramenera:«=0» «<0» «>0» ou«<0».

On peut ensuite de reporter au point précédent, et se ramener (si besoin) a une forme produit(s)/quotient(s).

On peut retenir cette méthode grace a l'acronyme ZPQ : Zéro & Produit & Quotient.
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DOC 08
CHO3 - Droites et fonctions affines - Exercices

>

Exercice 1
Soit (d) la droite d’équation y = 1,5x +5,5.

1. Déterminer le sens de variations de la droite (d).
2. Montrer que le point A(1; 7) appartient a (d).
3. Déterminer la valeur de a pour que le point B(a ; 8) appartienne a (d).

4. Le point C(3,5; 11,5) appartient-il a (d) ? Justifier.

Exercice 2 X

Pour chacune des fonctions affines suivantes, déterminer son sens de variations, sa racine et son tableau de signes.
1. fi(x)=4x-8;
2. H(x)=—-x+5;

3. f5(x)=3x+5;

2 1
4. X)=——=Xx+—.
i) 3 4

Exercice 3 X

1. a. Dans un repere orthogonal, placer les points A(—-1; —1), B(1; 3) et C(2; 2).

b. Tracer les droites (AB), (AC) et (BC) puis déterminer leur équation.

2. Déterminer par lecture graphique une équation de chacune des droites tracées :

Exercice 4 A
Dans un repeére orthogonal, on considere les points K(10; 15,75) et .(100,4; 65,47).

1. Déterminer, par calculs, une équation de la droite (KL).

2. Le point de coordonnées (50; 37,85) appartient-il a la droite (KL) ? Justifier.

[SPE.MATHS] @@@@ -35/169 -



[SPE.MATHS] C. Pierquet Lycée Edmé Bouchardon - 2021/2022

Exercice 5 X
On considere les points A(1; 2), B(2; 8) et C(5; 26).

1. a. Montrer que le coefficient directeur de (AB) vaut 6.
b. Calculer le coefficient directeur de la droite (AC).
c. Déterminer une équation de la droite (AB).

2. Les points A, B et C sont-ils alignés? Justifier.

Exercice 6 R

1. Donner le tableau de signes des expressions suivantes :

(x-3)2x —-4);
—x(Bx+4);

x=2)(x+5)(7-7x);
2x+1

(x=5)(x—-1)"

-7(x+2)

5—2 ) Ne pas oublier le —7 qui est « toujours négatif»
—2ZX

x*+3
T x-D(x+4)"

2. Donner, apres avoir transformé si besoin, le tableau de signes des expressions suivantes :

& o TP

On pourra utiliser le fait qu'un « carré est toujours positif! »

a. x-3)x-1)-2(x-3)4dx-7)
5+x

b. 3-
7x—13

c. x(x+2)(x-3)?

Exercice 7

pieS

1. Résoudre (directement avec un tds), les inéquations suivantes :

a. (x—-3)2x+4)=0;

b. 3x(x+1)(7+x) <0;
xX+3
<0

2x+8
x(x+2)
— >0

x+1

C.

)

2. Résoudre, en transformant si besoin, les inéquations suivantes :

a. 7x+3<2;

b. x+1D)x-2)<(x+1)(4x+5);
x+1

x+2

C. <2

Exercice 8

Retrouver, par « calculs » le résultat donné par [¢ xcas, logiciel de calcul formel :

p e

-
Fich Edit Cfg Aide Outils Expression Cmds Prg Graphe Geo Tableur Phys Scolaire Tortue |
Sans_nom

? | sauver | Config - exact real RAD 12 xcas 5.375M | Kod | x|
[ resoudre ( (x+5) / (x+2) >=-1)

7
¥=£7). ¥>(2)
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DOC 09
CHO3 - Droites et fonctions affines - Exercices (Correction)
Exercice 1 X
1. La droite (d) est croissante car sa pente (m = 1,5) est strictement positive.

N

. Le point A(1; 7) appartienta (d) car 1,5 x1+5,5=7.

w

5
. Le point B(a ; 8) appartient a (d) si et seulement si 1,5 x a + 5,5 = 8. On résout et on obtient a = 3

=

. Le point C(3,5; 11,5) n'appartient pas a (d) car 1,5 x 3,5+ 5,5 =10,75 # 11,5.

Exercice 2 X

1. filx)=4x-8:

e est croissante car m =4 > 0;
e sannuleen x = 2;
* est de signe 0.

2. fox)=-x+5:

¢ est décroissantecar m = -1 <0;
e sannuleen x =5;
e est de signe ®0e.

3. (x)=3x+5:

e est croissante car m =3>0;
¢ s'annule en x = —5/3;
e est de signe 0.

2 1
4. =——x+=:
Jax) 3¥71

¢ est décroissante car m —2/3 < 0;
e sannule en x = 3/s;
* est de signe ®0e.

Exercice 3 X

1. a. OnplacelespointsA(-1; —1),B(1; 3)etC(2; 2):

A

R
D

m

b. On lit - graphiquement (!) - que :
e (AB):y=2x+1;
* (AQ):y=x;
e BO):y=—x+4.
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2. Par lectures graphiques :
e (d):y=—-x+2;
* (d):y=3x-1;

[ ] (d‘_}):y:yzz;
* (dy):y=0,8x-2;
* (ds):x=4;

e (dg):y =30x - 20;
* (dy):y=-2x+80;
* (dg):y=4x.

Exercice 4 X

1. Par calculs:

DV y -y _ 6547-15/75
DH x —x¢  100,4—10
¢ ainsi (KL) : y =0,55x + p;

e avec K, on obtient 0,55 x 10+ p = 15,75=> p = 15,75-0,55 x 10 = 10,25.

*m= =0,55;

Ainsi on obtient (KL) : y = 0,55x + 10,25.

2. Le point de coordonnées (50; 37,85) nappartient pas a la droite (KL) car 0,55 x 50 + 10,25 = 37,74 + 37,85.

Exercice 5 X

YB— A _ 8-2 -6
xB_xA 2_1 )

- 26-2
b. Le coefficient directeur de la droite (AC) est mc) = e ic/A =z_1 " 6
Xc = XA -

1. a. Le coefficient directeur de (AB) vaut m g =

c. Une équation de (AB) esty =6x—4(carp=2-6x1).

2. Onvaregarder si C appartient a la droite (AB) : 6 x5—-4 =26 V.

Donc les points A, B et C sont bien alignés.

Exercice 6

1. Les expressions suivantes sont bien sous forme de produit(s)/quotient(s), donc tds ok :

a. x-3)2x—-4):

X —00 2 3 +00
(x—3) - - 0 + m=1e
(2x —4) - 0 + + m=2e
expr + 0 - 0 +
B Norm1
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b. —x(B3x+4):

TECTCE

GlOIE[O)

X —00 —4/3 0 +00
-X + 0 m=-1e
(Bx+4) 0 + m=3¢e
expr 0 + 0
B HathRedForn]
c. (x=2)(x+5)(7-7x):
X —00 -5 1 2 +o00
(x—2) - - 0 m=1e
(x +5) 0 + + m=1e
(7-7x) + 0 - m=-76
expr 0 - 0 + 0
E [HatARadFornT .
\ §
2x+1
X —00 -0,5 1 5 +00
D D
2x+1) 0 + + m=2e
(x —5) - - 0 m=1e
(x-1) - 0 + m=1e
expr 0 + —
B HatiRadFornl

-39/169 -



[SPE.MATHS]

C. Pierquet Lycée Edmé Bouchardon - 2021/2022

—-7(x+2)
e, ——— ¢

5-2x
b —00 -2 265 +00
—7 - _
(x+2) 0 + + m=1e
(5-2x) + 0 - m=-26
expr 0 - +
B [FatRedForn] .
N
x*+3
T x-D(x+4)
X —00 -4 1 +oo
D D
(x* +3) + +
(x-1) - 0 + m=1e
(x +4) 0 + - m=1e
expr - +

B Horn]

/

y L
ASﬁ T [#] 1

2. On utilise, ci-besoin, les techniques habituelles pour transformer

a x-3)(x-1)-2x-3)lx-7)=x-3)[(x-1)-2x-7N=x-3)(x—-1-8x+14) = (x—-3)(-7x +13) :

X —00 13/7 3 +00
(x-3) - 0 + m=1e
(=7x +13) 0 - - m=-76e
expr 0 + 0 -

[SPE.MATHS]
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5+x _3(7x—13) 5+x _21x—39—5—x_20x—44'

7x-13  7x-13  7x-13  7x-13  7x-13
X —00 1::)/7 11/5 +00
(20x — 44) - - 0 + m=200
(7x - 13) - 0 + + m=7e
expr + - 0 +

c. x(x+2)(x=32=x(x+2)(x=3)(x=3):

X —00 -2 0 3 +00
X - - 0 + +
(x+2) - 0 + + +
(x-3) - - - 0 +
(x—-3) - - - 0 +
expr + 0 - 0 + 0 +

Exercice 7

m=1e
m=1e
m=1o
m=1e

1. On peut résoudre, a l'aide d'un tds :
a. (x—3)(2x+4) >0donne 8 = ] —oo;—z] U [3; +oo[.

b. 3x(x +1)(7 + x) <0donne8:]—oo;—7[u]—1;0[.
x+3

2x+8
+2
g, Xx*2)

x+1

C.

sOdonne8=]—4;—3].

>0d0nne5:]—2;—1[u]0; +oo[.

2. En utilisant les techniques de transformation, on transforme pour pouvoir réaliser un tds :

a. 7x+3<2©7x+1<0d0nne8:]—oo;—%[.

b. x+Dx-2)<x+1)Hdx+5) e x+Dx-2)-(x+1)4x-5 <0 x+1)(x—-2-4x-5)<0.

Et(x+1)(—3x—7)<0d0nne8:]—oo;—%[u]—l;+oo[.
x+1 x+1 x+1 2(x+2) xX+1-2(x+2) -x-3
C. <2 ——-2<0<% - <lo—— < 0o <0.
xX+2 X+2 xX+2 X+2 xX+2 X+2
Ft — <0donne8:]—oo;—3[u]—2; +oo[.
xX+2
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B

vy

B EwH

B

forn]

‘
\;
m\\“_
‘
blbd
<
o

-4

B MathRadfornd) El [El [Math[Rad|Norm]
8| L4 =l v
=1 =]
4
— ° A

B B2 e 0 s i =% n =] = l
-4 -4 4
-6 5 |
-8 5 |

Exercice 8

- . e 4 . X+ .
Le logiciel nous donne les solutions de I'inéquation P > —1, qui sont
X

x+5
=
x+2

o
R

7
_OO;_E] U]-2;+o0[, en effet :

xX+5 x+5 x+2 2x+7
o —+120¢ + =0 =0(zPQ V)
xX+2 xX+2 x+2 xX+2
¢ 2x+7=00x=-letx+2=0ox=-2
X —o0 ~7/2 -2 +00
D
(x +5) - 0 - + m=1a
(x+2) - + 0 + m=1&
expr + 0 - +
@ [Hath[Rad)Hormd]
\q
——
e— 1o i F) 5
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CHO4 - Second degré, études de signes

I. Signe d’une fonction du second degré
11. Idée
1 Idée

Dans le chapitre 1, on a vu que le polynome du second degré ax® + bx + ¢ peut (éventuellement) se factoriser

sous forme d’un produit de facteurs du premier degré. Les rappels vus au chapitre 3 permettent désormais
de déterminer le signe d’un trindme!

1.2. Le théoreme
(e Théoréme

Un polynéme du second degré ax?®+bx+c (a # 0) est du signe de a, sauf entre les racines quand elles existent. )

[& Démonstration

Soit f une fonction du second degré, définie sur R par f(x) = ax® + bx + ¢ avec a # 0. On sait que le nombre
de racines de cette fonction (le nombre de zéros dans le tableau de signes) dépend du signe de A = b? —4ac.

Lorsque A est positif, on sait que le polyn6me posséde deux racines x, et x, et qu'on peut le factoriser sous
la forme f(x) = a(x — x;)(x — x,). Le signe de f peut alors étre déterminé grace a la regle des signes!

X —00 X1 Xa +00
a signe de a
2= - 0 +
X =X - 0 +
produit f(x) signedea (0 signede —a @ signedea

Lorsque A est nul, on sait que le polyndme possede une unique racines «a et et qu'on peut le factoriser sous
la forme f(x) = a(x — ). Le signe de f peut alors aussi étre déterminé grace a la régle des signes!

-0 x +00
signe de a
r-« B 0 +
r-a B 0 +
produit f(x) signedea (0 signedea

Lorsque A est négatif, le polyndme n’a pas de racine, on ne peut pas le factoriser. La parabole ne traverse
jamais I'axe des abscisses, donc elle est toujours de méme signe.
Si a > 0, la parabole est ouverte vers le haut. Comme 'axe des abscisses ne la traverse pas, c’est qu'il
passe en dessous. Donc la fonction est toujours positive comme a.
Si a < 0, la parabole est ouverte vers le bas et n'est pas traversée par I'axe des abscisses, donc elle doit
étre située en-dessous de celui-ci et la fonction est toujours négative, comme a.

X —00 +00

fx) signe de a
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/B Algorithme

En|[§ @ python], on peut créer une etune permettant d’afficher le signe de ax?® + bx + ¢ :

© 0 N O O WN e

N NN P = B 2R R
N =, O © 00 N O U W N~ O

k23

from math import *
#les racines

def

#le
def

racines(a,b,c):
delta = b**2 - 4xa*c
if delta > O:

return (-b+sqrt(delta))/(2*a),(-b-sqrt(delta))/(2*a)

elif delta == 0:
return -b/(2xa)
signe
signe(a,b,c):
delta = b**2 - 4xa*c
if delta > 0 :
print(f"Les racines sont {racines(a,b,c)}")
if a>0 : print(f"Le signe du trindme est +0-0+")
else : print(f"Le signe du trindme est -0+0-")
elif delta ==
print(f"La racine est {racines(a,b,c)}")
if a>0 : print(f"Le signe du trindéme est +0+")
else : print(f"Le signe du trindme est -0-")
else :
print (f"Pas de racine")
if a>0 : print(f"Le signe du trindme est +")
else : print(f"Le signe du trindéme est -")

\ @ Code Python }

Début de la console @ python

>>> signe(1,5,6)

Les racines sont (-2.0, -3.0)
Le signe du trindme est +0-0+
>>> signe(1,1,1)

Pas de racine

Le signe du trindme est +

>>> signe(-1,-6,-9)

La racine est -3.0

Le signe du trindme est -0-

Fin de la console @ python
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/1 ILlustration

En pratique, il suffit de connaitre les éventuelles racines du polynéme et de regarder le signe de a pour visua-
liser la parabole et donc obtenir le tableau de signes!

AN A AN

\V/

a>0etA>0 a>0etA=0 a>0etA<O0

~

L\
L\

~
~

etA>0 etA=0 etA<O

Il. Resolution d’inequations
I11. Cas du second degré
Y= Méthode
Pour résoudre une inéquation du second degré, on utilise un tableau de signes :
* on se ramene a une étude de signes en passant tout du méme c6té de I'inégalité;

e on dresse le tableau de signes de I'expression obtenue;
* onylitI'ensemble des solutions.

I1.2. Cas général
Y= Méthode
Pour résoudre une inéquation, l'outil le plus efficace est trés souvent le tableau de signes, aprés avoir tout
passé du méme coté.
11 est parfois nécessaire de transformer 1'expression obtenue pour pouvoir dresser son tableau de signes fa-
cilement. On a vu dans ce chapitre et le précédent comment étudier le signe d'une fonction affine et d'un
polyndme du second degré. Si une autre forme se présente, il peut étre nécessaire de :

 reconnaitre une expression qui est toujours de méme signe (carré, racine, somme de nombres positifs,
somme de nombres négatifs, ...);

» factoriser 'expression, pour étudier le signe de chacun des facteurs avant d’utiliser la regle des signes;
e écrire I'expression sous forme d'un quotient (mettre au méme dénominateur), pour étudier le signe du
numérateur puis du dénominateur avant d’utiliser 1a encore la regle des signes.

(] ’
1 ldée

On peut retenir ce principe sous le « petit» nom de méthode ZPQ.

/A Attention

Il ne faut jamais découper une expression en étudiant le signe de chaque terme d'une somme (ou d’'une
différence) dans un tableau, car c’est la regle des signes (%, +) qui est a la base des tableaux de signes! )
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lll. Position relative de deux courbes
/© Définition

Etudier la position relative de deux courbes, c’est déterminer laquelle est graphiquement située au-dessus
de l'autre. Cela peut varier suivant les intervalles. )

Y= Méthode
Soient f et g deux fonctions définies sur R. Pour étudier la position relative de C; et C,, :
* on calcule la différence f(x) — g(x);
* on étudie son signe dans un tableau;
* on conclut : sur les intervalles ou la différence est positive, c’est C; qui est au-dessus, et inversement.

B Exemples

Déterminer la position relative de la parabole P d’équation y = 0,5x% + 2x — 4 et de la droite D d’équation
y=3x-2,5.
Mémes questions avec la parabole P d’équation y = x* — 5x + 3 et la droite D d’équation y = 12x — 69. )
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DOC 11
CHO4 - Second degré, etudes de signes - Exercices

S

Exercice 1

1. Etudier le signe des expressions suivantes :

a. 4x>-7x-3;
b. —7x*+12x —6;
c. 4x*—2,4x +0,36.
2. Résoudre les inéquations suivantes :
a. —x>+5x+7=0;

b. 11x%+16x -9 < 10x +8.

Exercice 2 A

Résoudre les inéquations suivantes :

1. x—1(x®-5x+6)>0;
—x%+5x-7
2. — <0
2x+5
3. x3—x?+4x=0;

3x
4, —— =5x.
x+1

Exercice 3 A

Résoudre les inéquations suivantes :

x2-10x +25 _
—5x2-3x+8
-2x 3x+2
< ;
xX+2 x—-1

3. (-x*+5x-6)(-3x2+5x—-2) = 0.

)

2.

Exercice 4 8

X
On considere les fonctions f et g définies par f(x) =

73 etg(x)=—-x-5.

1. a. Surla calculatrice, tracer les deux courbes Cy et Cg, avec [§ Xmin=-10}, [§ Xnax=1}, [§ Ynin=-8] et [§ Ynax=8J.

Ecran de la calculatrice

b. Al'aide des outils [§ graphiques), déterminer les coordonnées des points d’intersection de C; et C,.

c. Déterminer la position relative des deux courbes Cy et C,.
NB : on pourra présenter sous la forme « Sur 'intervalle ...... ,Crest.o.......... deC, ».

2. Etudier, grace au signe de f (x) — g(x), la position relative de CretCy.
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DOC 12
CHO4 - Second degré, études de signes - Exercices (Correction)

Exercice 1 X
-b+vVA T+97
X =— \/_= o ~2106
1. a. 4x*-7x-3:A=(-7)?-4x4x(=3) =97 etles racines sont a .
—b—V/A 7-197
)= = ~ —0,356
2a 8
x —00 X2 X1 +0oo
4x* - 7x -3 + 606 - 0 + ?Zx
b. —7x%?+12x —6: A = —24, donc pas de racine et signe ©
X —00 +00
—_— 2 —_— -
7x°+12x -6 W
c. 4x*—2,4x+0,36: A = 0, la racine est x, = ;— = 0,3 avec le signe .
a
X —00 0,3 +00
®
4x —2,4x +0,36 + 0+ o
2. a. —x?+5x+7 =0 est bien une inéquation du second degré.
5-1+/53 +1/53
~x?+5x+7=0:A =53, les deux racines sont x; = — ~-1,14etx, = > =~ 6,14.
X —00 X1 X2 +00

—x24+5x+7 - 4> &

Ainsi, 8§ = [x1;x,].

b. 11x% +16x — 9 < 10x + 8 n'est pas (encore) une inéquation du second degré.

Or11x*+16x-9 < 10x+8 © 11x*+16x-9-10x—-8 < 0 & 11x*+6x—17 < 0 qui est bien une inéquation

du second degré.

-17
11x? +6x—17=0: A =784, les deux racines sont x; = 1 et x, = BT
X —00 —17/11 1 +00
11x% + 6x — 17 + (i) - (#) + EANCYaU

-17
Ainsi,S:]—;l[.
11
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Exercice 2 X

1. (x—1)(x2—=5x+6) >0 est bien ZPQ
e x—1=0¢ x=1etlesigneest o9;

e x*-5x+6=0:A=1,lesracines sont x; = 2 et x, = 3 avec le signe & © &.

X —00 1 2 3 +00
1
x -1 - 0 + + + VA
x2 —-5x+6 + + 0 - 0 + ®2 36
expr - 4) + - 4

e ainsiS8 =11;2[U]3;+ool.

-x?+5x—-7
2x+5
e —x?+5x—7=0:A=-3, pas deracine et le signe est ©;

< 0 est bien ZPQ

e 2x+5=0o x =-2etlesigne est 00.

X —00 -2,5 +00
D
—x2 _ - - —
X“+5x—-7 /@\
2x +5 - 0 + =
expr + —
e ainsi § =1-2,5; +ool.
3. x3—x?+4x =0nlest pas encore sous forme ZPQ, on transforme :
x3 —x%+4x =20 © x(x*> — x +4) = 0 qui est bien sous forme ZPQ
e x =0 etapoursigne eo;
o x>~ x+4=0:A=-15etle signe .
x —00 0 +00
_ 0
X 0 + ?@
®
o ia . . o/,
expr - 4) +
e ainsi S = [0; +ool.
X
4. o1 = 5x n'est pas encore sous forme ZPQ, on transforme :
3x 3x 3x  5x(x+1) 3x —5x%-5x —5x% —2x ) )
=2bxeo ——-5x=20¢ - 20 —— =20 —— =0 qui est bien ZPQ
x+1 x+1 x+1 x+1 x+1 x+1

e —5x?-2x=0:A=4,lesracines sont x; = 0 et x, = —0,4 avec le signe e ® ©;

e x+1=0« x=-1etlesigneest 8.
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X —00 -1 -0,4 +00
—5x% - 2x - - 0 + - - &
x+1 - 0 + + + = =
e ainsi § =]—-oc0;-1[U]-0,4;0].
Exercice 3 A
x2-10x +25 )
. ————— < 0 est bien sous la forme ZPQ :
—5x2-3x+8
e x?—10x+25=0:A =0, laracine est x, = 5 avec le signe &;
e —5x?-3x+8=0:A=169, les racines sont x, = —1,6 et x, = 1 avec le signe © @ .
x* —10x +25 + + + + —
—5x2-3x+8 - 0 + 0 - - 511
expr - + — -
e ainsi § =]—o0;-1,6[U]1;+o0l.

—-2x 3x+2
<

. < n'est pas (encore) sous la forme ZPQ.
x+2 x-1

—2xX 3x+2 -2x 3x+2 -2x(x-1) Bx+2)(x+2)
< =N — <0 - <

x+2 x-1  x+42 x-1 x+2)(x-1) (x+2)x-1)

-2x 3x+2 —5x’-6x-4
< p=2 <
x—1 x+2)(x-1)

—2x 3x+2 —2x’>+2x-3x’>-6x-2x—-4
< <

~ @
x+2 x-1 (x+2)(x-1)
est bien ZPQ :

e —5x%>—6x—4=0:A=-44, pas de racine et le signe est ©;

0o

Soit encore

e x+2=0¢ x=-2ectlesigneest os;

e x—1=0<¢ x =1etlesigne est ©&.

0 qui

X —00 -2 1 +00
—5x* —6x—4 - -
x+2 - 0 +
x-1 - - 0
expr - +
® 2insi & =]—o0;-2[U]1; +ool.
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3. (—x?+5x—6)(=3x%+5x —2) = 0 qui est bien ZPQ :

e —x?+5x—-6=0:A=1,lesdeuxracines sont x; = 2 et x, = 3 avec le signe e ® ©;

2
e —3x?+5x—-2=0:A=1,les deuxracines sont x; = 3 etx, =1 aveclesignee @ o.

X —00 2/3 1 2 3 +00
~x>+5x -6 - - -0 + 0 - = o
_ _ _ _ 2/ ®\s3
—3x% +5x -2 0 + 0 9 C
expr + (f) - a4 - (i) +
. 2
e ainsi S = ]—oo;—g] U[l;2]U[3;+o0l.
Exercice 4 R

1. a. On peut proposer les étapes suivantes :

B B El [EXEl:Montrer coordonnées
Fonct graph :Y= Fen-V L?1:(::—1)_.(x+3) ¥
x—1
Y1 i
=] :

xIS (=1 maxl :%

xro _ scale:
Y25-x-5 S dot :0.02910052
e [—1 Ymin :-8

Y5 [—1 max :8
SELECT) TR RET EFRWMODIFY)[DRAW] [NMAL[TRIG JSTANDRY FRNEISINTE X=-4.5

b. Loutil permet de déterminer les coordonnées des points d’intersection de Cy et C,, :
(=7;2) et (=2; -3)

@ [EXE]l:Montrer coordonnées Bl [EXEl:Montrer coordonnées
Y

1=(x=1)a(x+3) v Y1=(x—-1)1(x+3) v
¥2=-x—5 6 ¥Y2=—x-5 5
\ 4 \ J 4

X=-7 ¥Y=2

c. La calculatrice permet de conjecturer que :
sur l'intervalle | —oo; —7[, C; est au-dessus de Cy ;
sur l'intervalle | -7; -3[, C; est en-dessous de C;
sur l'intervalle | -3; -2[, C; est au-dessus de Cyg;
sur l'intervalle | -2; +o0[, C; est en-dessous de Cy;
C; et C, se croisent aux points de coordonnées (-7; 2) et (—2; —3).

x—1 x-1 x—-1 (x+5(x+3) x-1+x*>+3x+5x+15
2. Onaf(x)-gx)=———-(—x-5))=——+x+5= + = .
x+3 xX+3 xX+3 xX+3 x+3
) x*+9x+14 | , , ,
Soit encore f(x) — g(x) = 33 qui est bien sous forme Produit/Quotient :
X

e x2+9x+14=0:A=25,les racines sont x, = -2 et x, = —7 avec le signe ® © ®;

e x+3=0¢ x=-3etlesigneest .

[SPE.MATHS] @@@@ -51/169 -



[SPE.MATHS]

[SPE.MATHS]

C. Pierquet Lycée Edmé Bouchardon - 2021/2022
X —00 -7 -3 -2 +00
x*+9x + 14 + 0 - - 0 o+ ?7
-3 <
x+3 - - 0 + + - ®
fx) - g - 0 o+ - 0 o+
pos. rel. C, dessus || Cf dessus || Cg dessus || Cr dessus
(=7;2) (-2;-3)
@O®Se
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DOC 13

CHO5 - Probabilités conditionnelles, indépendance

I. Rappels sur les probabilités
I1. Géneralites
/© Définitions

L'ensemble de toutes les issues (ou éventualités) possibles d'une expérience aléatoire s’appelle I'univers de
cette expérience aléatoire (souvent noté Q).
Un sous-ensemble de cet univers s’appelle un événement. )

& Propriété

Une probabilité est toujours un nombre compris entre 0 et 1.
Dans le cas ol toutes les issues sont équiprobables (c’est-a-dire qu’elles ont toutes les mémes chances de se
produire), la probabilité d’'un événement est le quotient :

nombre de cas favorables a A
pA) =

nombre de cas possibles dans I'univers

/T Point histoire

Huygens (1629 — 1695, =) et Cardan (1501 — 1576, 1 ) sont considérés comme les « péres de la théorie
»F’j’ des probabilités ». Cependant la mauvaise réputation de Cardan a fait pencher la paternité sur Pascal et
Bl Fermat. Lapparition de la notion de « risque », préalable a I’étude des probabilités, n'est apparue qu'au
XII¢ siecle pour I’évaluation de contrats commerciaux avec le Traité des contrats de Pierre de Jean Olivia.
Les idées se propagent en Italie et en France, Galilée écrit entre 1620 en 1718 son petit mémoire sur le jeu
de dés intitulé Sopra le Scoperte de i Dadi dans lequel il suppose I"’équipossibilité des lancers. Cette notion
d’équipossibilité se retrouve également, plus tard, dans la correspondance de Pierre de Fermat et dans celle
de Pierre-Simon de Laplace.

¢

1.2. Evénements, calculs de probabilités
/& Définitions

L'événement contraire (ou complémentaire) A d'un événement A se réalise dés que A ne se réalise pas :

A

Lintersection A N B (lire « A inter B ») de deux événements est I'événement qui se réalise lorsque A ET B se
réalisent simultanément.

La réunion A UB (lire « A union B ») de deux événements est I’événement qui se réalise lorsque I'un au moins
des deux événements se réalise (I'un OU l'autre OU les deux).

AnNnB AUB

J
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& Propriétés

Quels que soient les événements A et B :
* pA)=1-pA);
e p(AUB)=p(A)+p@B)—p(AnB). formule de la réunion

(\,b Exemple : test pharmaceutique

Un laboratoire pharmaceutique a réalisé des tests sur 800 patients atteints d'une maladie. Certains sont traités
avec le médicament A, d’autres avec le médicament B.
Le tableau ci-dessous présente les résultats de I'étude :

Médicament A Médicament B Total
Guéri 383 291 674
Non Guéri 72 54 126
Total 455 345 800

On choisit au hasard un patient testé, et on appelle A I'événement «le patient a été traité avec le médicament
A»etG:«il est guéri».

e A est'événement : «le patient a été traité avec le médicament B »;

* AnGestl'événement : «le patient a été traité avec le médicament A et est guéri»;

e AuGestl'événement : «le patient a été traité avec le médicament A ou est guéri ».

On a, de plus:

1y 15535
PRV =27 PV =7 800 ~ 800

e anG < 38
p ~ 800

455 674 383 746
e p(AUG) =pA)+pG) - p(AnG) = =

— t————=—
800 800 800 800 )

Il. Arbre pondére, probabilités conditionnelles
I11. Utilisation d’un arbre pondére
/® Définition

Un arbre pondéré est un arbre de choix dans lequel les branches n'ont pas toutes le méme poids. Chacune
des branches (primaire ou secondaire) est alors affectée d'un nombre précisant la probabilité de passer par
ce chemin plutét qu'un autre.

Alaracine de l'arbre, on trouve toujours l'univers de I'expérience aléatoire, et a chaque noeud ou feuille, un
événement. Y,

/12 ILlustration

feuille
pranche secondaire
_
noeud
—_— branch '
inaire € secondajre - |
pranche vt »

racine
bran .
che primaire ____—» feuille

daire
che secon
_____— bran
nceud

branche g
econdaire
\ .
feuille
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[\,6 Exemple : tirage dans une urne

Un sac contient 20 boules rouges et 30 boules bleues. Chacune d’entre elles porte 'une des mentions « Gagné »
ou « Perdu ». 15 boules rouges et 9 boules bleues sont gagnantes.

On tire au hasard une boule dans le sac, et on appelle R I'événement « La boule tirée est rouge » et G « Laboule
tirée est gagnante ». On peut schématiser cette expérience par I'arbre pondéré :

15 — G
— =0,75
R _—— 20
/ )
20 20 080
— =04 G

RRLRRRRRRR
KRR LR RRLR 0, .
YRR S SRR = I

STSPENS i
D OOOOOOOO0 It S
A A A A A A j

p
>
G G
G
G

/\,6 Exercice : test pharmaceutique

Décrire la situation a I'aide d’'un arbre pondéré. )

(1:} Théorémes

* La somme des probabilités de toutes les branches partant d'un méme noeud est toujours égale a 1.

e La probabilité d'un chemin est égale au produit des probabilités de toutes les branches qui le composent.

¢ La probabilité d'un événement est la somme des probabilités de tous les chemins qui menent a cet événe-
ment. J

/\,6 Exemple : tirage dans une urne

La probabilité d’obtenir une boule rouge gagnante est % = 1% =pRnQG).
Sur l'arbre, on retrouve bien 0,4 x 0,75 = 0,3.
La probabilité d’'obtenir une boule gagnante est 132 = 0,48.
Sur l'arbre, il y a deux chemins qui menent a G : le chemin R N G, de probabilité 0,3 et le chemin R N G de
probabilité 0,6 x 0,3 = 0,18. On retrouve bien p(RNG) + p(RNG) = 0,3+ 0,18 = 0,48 = p(G). Y.

[\,6 Exercice : test pharmaceutique

En utilisant 'arbre pondéré ci-dessus, déterminer p(A), p(BN G), p(G), p(G). )

1.2. Probabilité conditionnelle
/& Définition

Lorsqu’on construit un arbre pondéré comme ci-dessus, les probabilités inscrites sur les branches primaires
sont des probabilités classiques, mais les probabilités inscrites sur les branches secondaires sont des proba-
bilités conditionnelles : ce sont les probabilités d’arriver a ce nceud sachant que l'on vient de tel autre nceud.
La probabilité conditionnelle que I’événement B se réalise sachant que I'événement A est réalisé se note p, (B)
(lire « probabilité de B sachant A ») et, si p(A) #0:

p(AnB)

pa(B) = .
A
p@A) )
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(> Remarques

p(ANB)
p(B)

* Siles probabilités conditionnelles du type p, (B) sont en général données dans les énoncés, il arrive souvent
qu'on doive inverser les conditions et calculer par exemple pg(A). C’est 1a que la formule est nécessaire. )

¢ Si p(B) # 0, on peut inverser les roles de A et B dans la formule ci-dessus : pg(A) =

/% Exemple

pPr(G) = 0,75 est la probabilité de tirer une boule gagnante sachant quelle est rouge, autrement dit, la pro-
babilité de tirer une boule rouge gagnante parmi les rouges. Cette probabilité découle de la constitution de
l'urne.

pc(R) ne figure pas dans l'arbre. C’est la probabilité d’avoir tiré une boule rouge sachant qu'elle est marquée
gagnante, autrement dit la probabilité de tirer une boule rouge gagnante parmi les boules gagnantes. C’est
moins naturel dans ce sens, puisqu’'on voit la couleur de la boule avant d’y trouver la marque.
p(GNnR) 0,3
pc(R) = = =0,625.
p(G) 048
On peut tout de méme retrouver cette probabilité grace a la constitution de 'urne : sur les 15+ 9 = 24 boules

15
gagnantes, il y en a 15 rouges et 24 =0,625.

_/

(\,6 Exercice : test pharmaceutique

Calculer pg(A) de deux facons différentes : en utilisant I'arbre puis en utilisant le tableau a double entrée. )

& Propriétés

* p(ANB) =p(A) x p(B). formule des probabilités composées
o pa(B)=1-p,(B).

(& Démonstration

¢ C’est la formule que 'on utilise quand on dit que la probabilité d'un chemin est le produit de celles des
branches qui le composent :
pa(B) = pAnb < p(ANB) =p(A) x py(B).
p(A)

¢ C’estlaformule que 'on utilise quand on dit que la somme des probabilités des branches issues d’'un méme

neeud est toujours égalea 1 :

AnB

p(ANB) +p(AﬂB) _p@A) 1

En effet, la réunion de A N B et A N B est égale 2 A donc p, (B) + p, (B) = =
8 PATRIT Pa P& | pA)  p@

I1.3. Formule des probabilités totales

/& Définition : Partition de U'univers

Soient A}, A,, ...,A,, une liste d’événements relatifs a une méme expérience aléatoire.
On dit que ces événements réalisent une partition de 'univers si :
e aucun de ces éléments n'est vide;
e ils sont deux a deux disjoints (c’est-a-dire d’intersection vide);
* laréunion de tous ces événements recouvre l'univers tout entier. )
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(> Remarque

En particulier, un événement A et son événement contraire A forment une partition de Q.

/1 ILlustration

Pour une partition a 4 éléments :

& Théoréme : Formule des probabilités totales

Siles événements A, A,, ..., A, réalisent une partition de I'univers, alors pour tout événement B :
pB)=p@A,NB)+p@A,NB)+...+ p(A, NB).
En particulier, pour tous événements A et B :

p(B) = p(ANB) + p(ANB). )

[&@ Démonstration

C’est la propriété qu'on utilise quand on dit que la probabilité d'un événement est la somme de toutes les
probabilités des chemins qui meénent a cet événement. Elle vient du fait que les événements A; N B,A, N B,...,
A, n Bsontdeux a deux disjoints et recouvrent entiéerement B.

/1 ILlustration

Sur un arbre, on peut visualiser et représenter différentes probabilités mises en jeu :
* des conditionnelles;

* les composées;
* les totales.

probabilités conditionnelles probabilités composées probabilités totales

////ng///»s PANB) = pA) x po(B) ~-o__ommmen .
RN
A p®) =p(AnB)+p(AnB|
p&h\ p(E\,— R ~
A(B) < p(ANB)=p@)x ps®) ~.__ ’

! “P4(B) B

A p(B)=p(AmB)+p(AnB)
W— (B) -~~~ ===em-- X

peg B p[(AnB)=p@) xps®

_/
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Il. Indépendance
I11. Evénements indépendants
/@ Définition - Propriété

On dit que deux événements de probabilités non nulles sont indépendants s’ils vérifient 'une ou l'autre des
propriétés ci-dessous, qui sont équivalentes :

p(ANB) = p(A) x p(B) & ps(B) = p(B) & py(A) = p(A).

Autrement dit, la réalisation d'un événement n’'influence pas la probabilité de l'autre. )

[ Démonstration

En effet, a priori on a p(A N B) = p(A) x p, (B) donc si les événements sont indépendants :
p(ANnB)=p(A) x p(B) = p(A) x p,(B) et donc si p(A) # 0, on retrouve bien p(B) = p, (B).

/B Exemple

On tire une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes. On appelle C I'événement « Obtenir un cceur » et D
« Obtenir une dame ». CN D est alors « Obtenir la dame de cceur ».

WY WY ey vy
ve V
FERTCCOY AL
' YYAR Y SR Y N AA&
(C) = g _ 2 et p(D) = _! et (CnD) = ! et — 1 _ 1 donc C et D sont indépendants.
e pl)=Z=7¢tp 32 gop 32478 32 s

On a aussi p(D) = p(D), cest-a- dire que la probabilité d’obtenir une dame parmi les cceurs est la méme que

celle d’'obtenir une dame parmi toutes les cartes : 7

Maintenant, si on rajoute deux jokers dans le jeu :

8 4 1 4
e p(C)=— et pD) =— et p(CnD)=— et p(C)xp(D) = EEY) # p(CnD) donc C et D pas indépendants.
X
1 4
De méme, p:(D) = 3 mais p(D) = o et ces probabilités ne sont plus égales.
J
& Propriété
Si A et B sont indépendants, alors A et B sont indépendants.
[ Démonstration
p(E NB) + p(ANB) = p(B) d’apres la formule des probabilités totales, donc, si A et B sont indépendants,
p(AnB)+p(A) x p(B) = p(B) etainsi p(ANB) = p(B) —p(A) x p(B) = pB)(1 - p(A)) = p(B) x p(A).
lll.2. Expériences indépendantes
/& Définition
Lorsque deux expériences aléatoires se succedent et que les résultats de la premiere n’ont aucune influence
sur les résultats de la seconde, on dit qu’il s’agit d'une succession d’épreuves indépendantes. )
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/B Exemple

On tire au hasard successivement deux cartes dans un jeu de 32 cartes.

Si onremet la carte avant le deuxieme tirage, les conditions initiales sont identiques, donc on peut considérer
que les deux tirages sont indépendants.

Si on ne remet pas la carte, la constitution du paquet dépend de la premiére carte tirée, donc les expériences
ne sont pas indépendantes.

y

g Propriété (admise)

Lorsque deux épreuves sont indépendantes, la probabilité d'un couple de résultats est égale au produit des
probabilités de chacun d’eux.

/

/B Exemple

On lance deux fois de suite un dé cubique.

1 1
La probabilité d’obtenir un double 5 est — x —.

/T Point histoire - Anecdote

TABLE
DONT 1L BST FAIT MENTION DANS L LETTRE
PRECEDENTE.
i on joue chacun 256, en
i i i o e | SoiseFascal Pl do Femat
pie| © | o [w [ o [ ]
ne\rmae| ® | 7 | % | @ [ . / o itai j
;’,ﬁ'ﬁm Sl e e |« |« Le cheudlier de Méré (17¢ siécle) était un joueur et souhaitait connditre les stratégies amenant & un
Y EARIRE plus grond nombre de succés. Il soumet ce probléme : « Deus joueurs misent chacun 32 pistoles dons
P{n el un jeu en trois manches gagnantes. La portie est interrompue alors que le premier joueur a remporté
e * | deux manches et le second une seule. Quel doit étre alors le gain de chacun des deux joueurs ? » Pascal
i on joue 256 , chacun , en \ 0 7 7 2 . A
o 5 et Fermot relévent le défi et on retrouve les réponses dans leurs échanges épistolaires. Le probléme
([t i ot |
w ][] décrit par le chevadlier de Méré est un probléme historique que I'on trouve déjd dans le Summa de
- Arithmetica de Luca Pacioli (1494). Pascal et Fermat sont les premiers & g apporter une solution
| mathématique généralisable.
= Clest cependont le Hollondais Christioon Huygens qui publie en 1657 le premier traité mathémao-
ique consacré aux probabilités : Tractotus ariociniis in Alea Ludo. De nos jours, les probabilités
tique cré aux probabilités : Tractatus de R Alea Ludo. De | babilité:
constituent une partie trés importante des mathématiques.
Source : LeLivreScolaire /

® Humour

" 3E IS TE MEFTRE

A UgeREuvE POUR

SAVOIR Si Tu ES UN
VRAT DEVIN...

JE suis TRANQUILLE,
= NAT JAMATS £

un NRAT DEVIN PUSQUE
ONT FAIT WIr &T PASYIT/|

STl
LEs DES

Source : Astérix, Uderzo & Goscinny
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DOC 14

CHO5 - Probabilités conditionnelles, indépendance - Exercices

Exercice 1

En vue de sa prochaine brochure d’information sur les dangers des Réseaux Sociaux, un lycée a fait remplir un
questionnaire a chacun des 2000 éléves, répartis dans les sections de seconde, premiére et terminale. On obtient
la répartition :

* un quart des éleves est en terminale;
35 % des éleves sont en premiere;

* tous les autres sont en seconde;
parmi les éleves de terminale, 70 % utilisent régulierement les Réseaux Sociaux;
630 éleves sont des éléves de premieére qui utilisent régulierement les Réseaux Sociaux.

1740 éleves utilisent régulierement les Réseaux Sociaux.
Cette enquéte permet de modéliser le choix d'un éléve du lycée. On choisit au hasard un questionnaire d’éléve en
supposant que ce choix se fait en situation d’équiprobabilité. On note :

e ST'évenement «le questionnaire est celui d'un éleve en classe de seconde »;

* El'évenement «le questionnaire est celui d'un éléve en classe de premiére »;

e Tl'évenement «le questionnaire est celui d'un éleve en classe de terminale »;

* RI’évenement «le questionnaire est celui d'un éleve qui utilise régulierement les Réseaux Sociaux (RS) ».

1. Compléter le tableau d’effectifs ci-dessous.

Seconde Premiére Terminale Total
Utilise régulierement les RS 630
N'utilise pas réguliérement les RS
Total 2000

2. Déterminer la probabilité d’obtenir le questionnaire d'un éleve de seconde qui utilise régulierement les RS.
3. Calculer la probabilité de R sachant T, notée p;(R), et interpréter ce résultat a 'aide d'une phrase.

4. Calculer la probabilité que le questionnaire choisi soit celui d'un éleéve qui n’utilise pas les RS.

5. Le questionnaire est celui d'un éléve qui utilise réguliérement les RS.

21
Montrer que la probabilité que ce soit le questionnaire d'un éléve de premiere est égale a =8

Exercice 2

Une entreprise financiére est divisée en deux secteurs; 65 % de son personnel travaille dans le secteur A et 35 %
dans le secteur B. Cette entreprise s’'intéresse au niveau de stress de son personnel.

Une enquéte, menée sous la forme d'un questionnaire informatisé, est réalisée au sein de I'entreprise. Le question-
naire est proposé de maniére anonyme aux salariés des deux secteurs. Cette enquéte révele que pour le secteur A,
20 % du personnel se dit stressé, tandis que, dans le secteur B, ce taux est de 30 %.

On choisit au hasard le questionnaire d'un employé de I'entreprise, chacun ayant la méme probabilité d’étre choisi.
On note :

* A:«le questionnaire est celui d'un employé du secteur A ».
e B:«le questionnaire est celui d'un employé du secteur B ».
¢ S:«le questionnaire est celui d'un employé stressé ».

1. Construire un arbre pondéré décrivant la situation.

2. Calculer la probabilité que le questionnaire choisi soit celui d'un employé qui travaille dans le secteur B et
qui est stressé.
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3. Lentreprise examine 'opportunité d’installer une salle de relaxation. Si le taux d’employés stressés est stric-
tement supérieur a 25 %, cette salle sera installée.

Lentreprise implantera-t-elle la salle de relaxation ? Justifier la réponse.

4. Sachant que le questionnaire choisi est celui d'un employé stressé, quelle estla probabilité qu’il travaille dans
le secteur A? (le résultat sera arrondi a 1072)

Exercice 3

Un restaurant propose a sa carte deux types de dessert :

e un assortiment de macarons, choisi par 50 % des clients;
e une part de tarte tatin, choisie par 30 % des clients.

20 % des clients ne prennent pas de dessert et aucun client ne prend plusieurs desserts. Le restaurateur constate :
e que parmi les clients ayant pris un assortiment de macarons, 80 % prennent un café;

e que parmi les clients ayant pris une part de tarte tatin, 60 % prennent un café;

* que parmi les clients n'ayant pas pris de dessert, 90 % prennent un café.
On interroge au hasard un client de ce restaurant. On note p la probabilité associée a cette expérience aléatoire.
On note :

e MI'évenement : « Le client prend un assortiment de macarons »;

e Tl'évenement : « Le client prend une part de tarte tatin »;

e Pl'événement : « Le client ne prend pas de dessert »;

e Clévénement : « Le client prend un café » et C I'événement contraire de C.

1. En utilisant les données de I'énoncé, préciser la valeur de p(T) et celle de p;(C), probabilité de I’événement
C sachant que T est réalisé.

2. Recopier et compléter I'arbre ci-dessous :

C
v
/078
\.-
/ —C
QP
..-/
T T
S
. C
~. e —
p—
\
—

3. a. Exprimer par une phrase ce que représente I'’événement M n C puis calculer p(M N C).
b. Montrer que p(C) = 0,76.

4. Quelle est la probabilité que le client prenne un assortiment de macarons sachant qu’il prend un café?
5. Un assortiment de macarons est vendu 6 €, une part de tarte tatin est vendue 7 €, et un café est vendu 2 €.

Chaque client prend un seul plat au prix unique de 18 €, ne prend pas plus d'un dessert ni plus d'un café.

a. Quelles sont les six valeurs possibles pour la somme totale dépensée par un client?
b. Reproduire et compléter le tableau ci-dessous donnant la loi de probas de la somme totale dépensée :

Sommes s; 18 20 24
p(s:) 0,02 0,18

c. Calculer I'espérance mathématique de cette loi et interpréter ce résultat.
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DOC 15

CHO5 - Probabilités conditionnelles, indépendance - Exercices (Correction)

Exercice 1

1. Compléter le tableau d’effectifs ci-dessous.

Seconde Premiére Terminale Total
Utilise régulierement les RS 760 630 350 1740
N'utilise pas réguliérement les RS 40 70 150 260
Total 800 700 500 2000

. 1
p Eléves de terminale : 1 x 2000 = 500.

p 35
» Eleves de premiére : Too X 2000 = 700; il reste donc 2000 — (500 + 700) = 800 éleves en seconde.

) 21 . . . 70
» Nombre d’éleves de terminale utilisant internet : 100 x 500 = 350.

» Nombre d’éleves de seconde utilisant internet : par différence : 1740 — (350 + 630) = 760.

7
2. La probabilité d’obtenir le questionnaire d’un éleve de 29¢ qui utilise régulierement les RS est 5000

350
1 P(TNR) 3> 350
3. Ona P(T) = Z = 0,25 et PT(R) — ( ) _ 2000 __

P(T) 1 500
rencontré au hasard utilise les RS, et cette donnée est dans I’énoncé!
f1s - PR =\ 260 13
4. Sur 2000 éleves 260 n'utilisent pas les RS régulierement. P (R) =——=——=0,13.
2000 100

5. Sur les 1740 utilisateurs réguliers il y a 630 éleves de premiere; la probabilité est donc Py (E) =

Exercice 2

0
=0,38.

= 0,7. Cest la probabilité qu'un éléve de terminale

630 21
1740 58"

1. On peut proposer I'arbre suivant :

02/8
A=—_ "
0,65/ O,8\>§

0,35

2. La probabilité que le questionnaire choisi soit celui d'un employé qui travaille dans le secteur B et qui est

stressé est p(BNn S).

D’apres la formule des probabilités composées, p(BNS) = p(B) x pg(S) = 0,35 x 0,3 =0,105.
3. D’apres la formule des probabilités totales : p(S) = p(AnS)+ p(BnS) =0,13+ 0,105 = 0,235.
Le résultat obtenu correspond a 23,5 % : la salle de relaxation ne sera pas installée.

p(SNA) 0,13
p(A) 0,235

4. Il faut trouver pg(A) = =~ 0,55 au centiéme pres.

GlOIE[O)
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Exercice 3

1. L'énoncé nous donne p(T) = 0,3 et P(C) = 0,6.

2. Larbre de probabilités est :

3. a. MnCreprésente 'événement «le client a pris un macaron et un café ».
EtonapMnC)=pM) x py(C)=0,5%x0,8 =0,4.
b. D’apres la formule des probabilités totales, ona p(C) = pMnC)+ p(TNnC) + p(PnC).
Etdonc p(C)=0,4+0,3x0,6+0,2%x0,9=0,4+0,18+0,18=0,76.
p(CnM) 04
p(C) 0,76

4. Tl faut trouver po(M) = ~ 0,53 20,01 pres.

5. a. Ona:
e P+M+C:18+6+2=26€;
e P+M:18+6=24¢;
P+T+C:18+7+2=27¢€;
e P+T:18+7=25€;
e P+C:18+2=20¢€;

e P:18€
b. le tableau complété est :
Sommes s; 18 20 24
p(s;) 0,02 0,18 0,1 0,12 0,4

c. Onal8x0,02+20x0,18+24x0,1+25x0,12+26x0,4+27 x0,18 = 24,62 (€).
Sur un grand nombre de repas la recette par client s’éléve a 24,62 €.

GlOIE[O)
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DOC 16

CHO6 - Trigonomeétrie

I. Mesure d’angle en radians
I1. Le cercle trigonométrique
/€ Définition

Dans un repére orthonormé (O; 7,7), le cercle trigonométrique est le cercle orienté de centre O, de rayon
1 et parcouru dans le sens inverse des aiguilles d'une montre. )
/1 Illustration
J +
(©)
1 axe des abscisses
[
(> Remarque
Le sens de parcours sur le cercle trigonométrique s'appelle le sens direct, le sens trigonométrique ou encore
sens positif.
positif. )

1.2. Longueur d’arc et mesure en radian
& Propriété

SiI est le point de coordonnées (1; 0) et M est un point du cercle trigonométrique, alors la longueur de I'arc
IM (exprimée dans I'unité de longueur du repére) est proportionnelle a la mesure de I'angle IOM.

/© Définition

Lamesure enradians d'un angle est égale alalongueur de I'arc qu'’il intercepte sur le cercle trigonométrique. )

/1 Illustration

M

Arc de unités de longueur

Angldlde radian:

J
(> Remarque - Exemple
Les mesures en radians ou en degrés sont donc proportionnelles. Un angle de i radians mesure 180° donc
une simple regle de proportionnalité permet de convertir d'une unité a l'autre : I;O Tr[
U 27
Par exemple, 90° = — rad; —rad = 120°.
2 3 Y,
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Il. Enroulement autour du cercle
Il1. Le principe

/' © Définition

Dans un repere orthonormé (O; 7,7, on considére le cercle trigonométrique C; le point I de coordonnées
(1;0) et la tangente D a C en I. On gradue la droite D en choisissant comme origine le point d’accroche I
(I'unité étant celle du repere).
En enroulant cette droite D autour du cercle, on va pouvoir « graduer » € :
* a chaque graduation x de la droite va correspondre un et un seul point M sur le cercle, appelé point
image de x;
* inversement, tout point M du cercle va étre 'image d'une infinité de graduations de la droite, puisqu'on
pourra avoir fait plusieurs tours avant de se « poser » sur le point M. )

/1 ILlustration

(> Remarque

La demi-droite graduée négativement s’enroule dans le sens contraire autour du cercle. )

& Propriété
Sideux graduations de la droite ont le méme point-image sur le cercle, alors elles different d'un nombre entier
de tours. Autrement dit, si x et y ont le méme point-image, alors :

y =x+ k x 21 ol k est un nombre entier.

On dit que x et y sont égaux a 27 pres ou égaux modulo 21 ou congrus modulo 2.

@ Conséquence

L. . y=x+kx2n
On appelle mesure principale d'un angle x 'unique I'angle y tel que << .
—M<ys<Tn

On peut déterminer la mesure principale par « réductions » de 27 (on «rajoute » ou on « enléve » des tours).
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1.2. Valeurs remarquables
(> Remarque

Dans la mesure ot le périmetre du cercle est 27, les graduations entiéres de la droite ne se poseront pas sur
des points particuliers du cercle. Il est plus judicieux de graduer la droite avec des fractions et des multiples
de m, ces valeurs ayant des points-images plus faciles a placer sur le cercle! )

& Propriété

Les valeurs remarquables sur le cerlce trigo sontles valeurs 0; —; —; —; — et toutes les valeurs associées dans

oA
1A
Nl A

wl| A

les autres quadrants du cercle.

Pour les placer facilement sur le cercle, il suffit de « découper » le demi-cercle supérieur de longueur n en 6;
4;3 o0u?2.

(% Exercice

Placer ces valeurs remarquables sur le premier quadrant du cercle ci-dessous, puis placer sur le cercle les
valeurs associées dans les autres quadrants (en fonction du « sens de parcours ») :

lll. Fonctions sinus et cosinus
lI1.1. Définition
/& Définition
Soit x un nombre réel et M son point-image sur le cercle trigonométrique. Par définition :
* l'abscisse de M est appelée le cosinus de x, noté cos(x);

* 'ordonnée de M est appelée le sinus de x, noté sin(x).
Le point M a donc pour coordonnées (cos(x); sin(x)). )

/1 Illustration

sin(x)

cos(x)
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& Propriété : lien avec les formules « SOHCAHTOA »

Ces définitions sont cohérentes avec celles vues au college, dans un triangle rectangle!

[ Démonstration

En effet, choisissons un réel x dans le premier quadrant.
Soit H le projeté orthogonal de M sur I'axe des abscisses : le triangle OHM est rectangle en H. On peut donc
appliquer les formules classiques :

cOté opposé HM coté adjacent  OH

sin(x) = et cos(x) =

hypoténuse  OM hypoténuse  OM’

Comme le cercle est le cercle trigonométrique, son rayon est égal a 1 donc OM = 1. On obtient donc bien :

sin(x) = HM = ordonnée de M et cos(x) = OH = abscisse de M.

Cette nouvelle définition permet d’étendre les notions de cosinus et sinus a des angles obtus, ou négatifs.
J

(> Remarque

On a ainsi décrit un mécanisme qui, a tout réel x fait correspondre une et une seule valeur de cos(x). On a
donc défini une fonction, qu'on appelle la fonction cosinus. Méme chose pour la fonction sinus. Y,

lll.2. Valeurs remarquables

& Propriété : tableau de valeurs

Les valeurs exactes des cosinus et sinus des valeurs remarquables sur le cercle trigonométrique sont a
connaitre. Il suffit de retenir celles du premier quadrant, les autres se retrouvent par symétrie et changement
de signes.

T bl T T
angle (en radians) 0 - - - ol
6 4 3 2

. V3 V21
cosinus 1 A N A - 0

2 2 2

. 1 V2 V3

sinus 0 - Ml V2 1

2 2 2

(> Remarque

Le cercle trigonométrique transparent permet de lire directement les valeurs particulieres des angles « clas-
siques ». W,
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Ill.3. Propriétés complémentaires
& Propriété

Pour tout x € R, cos(x)? +sin(x)? = 1.

[ Démonstration

En effet, avec les mémes notations que ci-dessus, cos(x)? + sin(x)? = OH? + HM? = OM? d’apreés le théoréme
de Pythagore. Et comme le rayon du cercle est 1, OM? = 1.

& Propriété : fonctions bornées

Pour toutx € R, -1 < cos(x) slet-1<sin(x) < 1.
On dit que les fonctions cosinus et sinus sont bornées par —1 et 1.

[&@ Démonstration

En effet, comme les points-images ne sortent pas du cercle trigo, leurs coordonnées ne peuvent pas dépasser
1 a droite et —1 a gauche!

& Propriété : périodicité
Pour tout x € R, cos(x + 271) = cos(x) et sin(x + 27) = sin(x)
On dit que les fonctions cosinus et sinus sont périodiques de période 2.

(> Remarque

La périodicité des fonctions sin et cos se traduit graphiquement qu'’il suffit de construire la courbe sur un
intervalle de longueur 27 (on parle de « motif») puis de translater autant de fois que nécessaire! )

[ Démonstration

En effet, si on ajoute 2w a un angle x, on ne fait que rajouter un tour en enroulant la droite, donc on retombera
sur le méme point image sur le cercle, et donc les coordonnées seront bien les mémes.

& Propriété : parité

Pour tout x € R, cos(—x) = cos(x) et sin(—x) = —sin(x).
On dit que la fonction cosinus est paire et que la fonction sinus est impaire.

[ Démonstration

En effet, x et —x ont des points images symétriques par rapport a 'axe des abscisses, ils ont donc la méme
abscisse (cosinus) mais des ordonnées opposées (sinus).

(> Remarque

La parité des fonctions sin et cos se traduit graphiquement par :
e le fait que la courbe représentative de la fonction sin est symétrique par rapport a l'origine;

* le fait que la courbe représentative de la fonction cos est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées. )
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lll.4. Tableaux de signes, variations et courbes représentatives
("B Exercice

Dresser les tableaux de signes et les tableaux de variation des fonctions sinus et cosinus. Il suffit pour cela
d’imaginer un point M décrivant le cercle trigonométrique et de regarder le signe ou les variations de son
abscisse puis de son ordonnée.

X 0 /2 3n/2 2n
signe de cos(x) + 0 - 0 +
X 0 L 27
signe de sin(x) 0 + 0 - 0
X 0 L 27
1 1
variation de cos \ /
-1
X 0 /2 3/ 2n
1 0
variation de sin / \ /
0 -1

& Propriété : courbes représentatives

Les courbes des fonctions sinus et cosinus s’appellent toutes les deux des sinusoides.

A

AN 0

- —n/2

y=cos(x) y=sin(x)

:

/2 n n/2 271 57/

/

-1 -

Animation pour le tracé de la courbe de la fonction sinus : https://www.geogebra. org/m/NQ9jcUVx.
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CHO6 - Trigonomeétrie - Exercices

& Niveaux de difficulté

% Basique K Modérée K Elevée i Trés élevée x Extréme ﬁ‘ Insensée

Exercice 1

>

1. Convertir, en radians, les mesures données en degrés :

10° ; 59°

; ; 180° ; 18° ; 72° ; 112,5°.

2. Convertir, en degrés, les mesures données en radians :
L 27n 5n 3n ST 3n
= ; - ; n ; - ; o ; ey ; -
3 3 4 8 12 2

Exercice 2

Sur le cercle trigonométrique, placer les points images des angles en radians suivants :

[y
3n L ST
1. n 3. — 5. —— 7. —
o) 2 6
0 L L 3n 3n
2. = 4. = 6. —— 8. - —
4 6 4 2
Exercice 3 R
On donne les figures suivantes :

figure 1 figure 2

1. Utiliser les informations de la figure 1 pour déterminer les angles, sur [0; 27| repérant les points M, N et P.

2. Utiliser les informations de la figure 2 pour déterminer les angles, sur |—m; ] repérant les points Q, R et S.

Exercice 4

&

Dans chaque cas, trouver 'angle x dans ]—; 7] (la mesure principale) correspondant a I'angle a donné :

n 4n 357 21 20271
1. a=— 2. 0= —— 3. a=— 4, o= ——— 5. a=——
2 3 6 4 3
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Exercice 5

Trouver les valeurs exactes du cosinus, sinus puis de la tangente des réels donnés. (On pourra commencer par

déterminer, si besoin, la mesure principale)

b 57 77 11n

1. a=— 2. a= 3. a=— 4, = — 5. a=—
6 6 6 6
b1 I 5m 81w

6. a=— 7. o= — 8. a=— 9. a=— 10. a =
4 4 4 4
47 b 717 97

11. a=— 12. a=— 13. a=— 14. o= —

3 3 3 3

Exercice 6

1087

547
15. a=——
3

Sur le cercle trigonométrique colorier les arcs décrits par les intervalles J, J et K tels que :

7= _E;S_T[ , g-= [411 137 , % = [_7_11 5_11]
4" 4
A A /\

Exercice 7

ATaide d’un cercle trigonométrique, résoudre dans R les équations suivantes :

1. cos(x) = ﬁ;

> 3. 2sin(x) + \/§ =0.

2. sin(x) =0

Exercice 8

1. ATl’aide de la formule sin?(x) + cos?(x) = 1 :

2 T
a. déterminer cos(x) sachant que : sin(x) = 3 etxe |0; 5] ;
1
b. déterminer sin(x) sachant que : cos(x) = ~z etx € [-m;0];
. . . 5 T
c. déterminer cos(x) sachant que : sin(x) = —? etx € E ;n].

2. Démontrer que pour tout réel x ona:

a. (cos(x) +sin(x))? + (cos(x) —sin(x))* =
b. (cos(x) +sin(x))? - (cos(x) — sin(x))? = 4 cos(x) sin(x).

Exercice 9

Résoudre dans R puis visualiser les solutions dans le cercle trigonométrique des équations suivantes :

1. 251n(x+ ) 1=0;
2. 1- 2(:05 ——x)

3. sin (2x

B Z)
n

4. cos (Zx - —) =
3

1
2
1
2
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CHO6 - Trigonomeétrie - Exercices (Correction)

Exercice 1

On convertit en utilisant la proportionnalité 180° < ",

¥

o nr r o r o r o nr o 27‘[’ r o r
1. 10 :E ~0,175;59°=1,030"; 180°=7"; 18°= — ; 72 =? ~1,257";112,5°= 1,963".

10
b1 27 5n 3n 5m 3n
2. —=60°; — =120°; m=180°; — =225°; — =67,5°; — =75°; — =270°.
3 3 4 8 12 2
Exercice 2

On utilise le cercle trigo et le « découpage en parts de pizza» :

Exercice 3

On utilise le cercle trigo, en faisant attention a I'intervalle d’étude :
N . b
1. Pour M : on repére « cos = 0,5 et en haut », ce qui donne 3 v
N . N . 3n
Pour N : on repere « cos = £ sin et en haut a gauche », ce qui donne T v

N . -7 P 5T
Pour P, on repere « cos = 0,5 et en bas », ce qui donne 3 ouici 3 +21 = 3 v

N . N . . LS
2. Pour Q : on repére « cos = sin et en haut a droite », ce qui donne 1 v
5 . 5 . —on
Pour R : on repére « sin = —0,5 et a gauche », ce qui donne e v

N . N . . -n
Pour S, on repeére « sin = —0,5 et a droite », ce qui donne s v

Exercice 4
On réduit, a I'aide de la calculatrice, les résultats sont (bien évidemment) a 2m pres (1) :
7T T 357 b 2027
l.a=—=—= 3.a=—=—— L= —
2 2 6 6 3
4t 27 21t 3m
2. a=——=— 4, = —— =_""_
3 3 4 4
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Exercice 5

K
b m 3 1
1. a=— =>MP=— et donc cos(a) = i etsin(a) = —
6 6 2 2’
57 5n 3 1
2. a=— >MP=— et donc cos(a) = i etsin(a) = — ;
6 6 2 2
n 5n 3
3. a= = = MP = Y et donc cos(x) = % etsin(a) = —— ;
11w b 3
4., o= ? = MP = _E et donc cos(a) = \/7_ etsin(a) = —— ;
1371 Bl 3 1
5. a=—— >MP=— et donc cos(a) = £ etsin(a) = = ;
6 6 2 2
T T 2 2
6. a=— > MP=— et donc cos(a) = i etsin(a) = i ;
4 4 2 2
In b 2 2
7. a = — > MP=-— et donc cos(a) = £ et sin(a) = £ ;
4 4 2 2
57 3n 2 2
8. a=— => MP=-— etdonccos(@) = —i etsin(a) = i ;
4 4 2 2
81lm 2 2
9. a=— =>MP=— et donc cos(a) = L_ etsin(a) = L_ ;
4 2 2
1087 .
10. a= T =>MP=- et donc cos(a) = —1 etsin(a) =
4n 2n 1 3
11. a=— = MP=-— etdonccos(a) = —— etsin(a) = i ;
3 3 2 2
b 1 3
12. a= § =>MP=— et donc cos(a) = E etsin(a) = % ;
717 b 1 3
13. a=— =>MP=—-— etdonccos(a) = - etsin(a) = [ ;
3 3 2 2
97n 1 3
14. a=— =>MP=— et donc cos(a) = — et sin(a) = L_ ;
3 2 2
547 .
15. a= ——3 =>MP=0 et donc cos(a) =1 etsin(a) =
Exercice 6 X

On va placer les angles (é l'aide de la mesure principale) « bornes » des intervalles et parcourir le cercle :

o ] =

o
4

oo

=[@:;@1u[@:B);

< a= [T [zn;7] - (@] u[@:0)];
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Exercice 7 X

On utilise le cercle trigo pour «lire » les solutions :

Ak vk
1. cos(x) = —: avec k entier.
2 NP %ok
) x=0+2kmn .
2. sin(x) =0: S= avec k entier.
X =7m+2km

i

3. 2sin(x) + \/_ 0 ©sin(x) =

T
1 e
: S= 2 avec k entier.
T
" X = —? +2km

Exercice 8 'y
2 2\2 5 5 5
1. a.sin(x)=-=>=>sin’x)=1- (—) =—etxe 0;E ,doncsin(x) =0etsin(x) =y/=- = £
3 3 9 2 9 3
1 1)2 24 21/ 6
b. cos(x) = —= =>sin®(x)=1- (——) =— etx € [-m;0], donc sin(x) < 0 et sin(x) = — = —L_.
5 5 25 25 5
5 4 2

C. sin(x)z—%zﬂ:osz(x):l—( ) ——etxe ,donccos(x)sOetcos(x):—\/;:—g.
2. Onva développer :

a. (cos(x) +sin(x))* + (cos(x) — sin(x))?

= cos?(x) + 2 cos(x) sin(x) + sin?(x) + cos?(x) — 2 cos(x) sin(x) + sin?(x) = 2 cos?(x) + 2 sin?(x) =
b. (cos(x) +sin(x))* — (cos(x) — sin(x))?
= cos?(x) + 2 cos(x) sin(x) + sin?(x) — cos?(x) + 2 cos(x) sin(x) — sin?(x) = 4 cos(x) sin(x).
Exercice 9 R
x+E:E+2kT{ x:—1+2kn

. T ) L 1 4 6 1 .

1. 231n(x+—)—1=0©sm(x+—)=—;a1n318: = avec k entier.
4 2 T 5m T
x+Z:?+2kn x=E+2kn

2
B
. 3 12
ainsi § = T = 7 avec k entier
¢
——x=——+2km x=—-2kmn
3 12
mom
. 2x——=g+2kn x:5—ﬂ+kﬂ
3. sinf{2x——|=—;ainsi8 = avec k entier;
4 51 13
2x——:E+2k x=—+k
- 2x——=—+2kmn X==+kn
4. cos (Zx——)— ;ainsi & = = 3 avec k entier.
3 2x——=——+2km x=0+km
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DOC 19

CHO7 - Dérivation locale

I. Taux d’accroissement
/( © Cadre

Soit I un intervalle contenant les deux nombres distincts a et b.
Soit f une fonction définie sur I, et C; sa courbe représentative.

/
/© Définition
On appelle taux d’accroissement de f entre a et D le quotient noté #; , ;, égal a:
fb)-f(a)
b-a
Graphiquement, le taux d’accroissement de f entre a et b est la pente de la droite (AB) ou A et B sont les
points de C; d’abscisses respectives a et b. )

/1 ILlustration

FD) F-=\rmmmmmmmmmmm e o

fl@F-----=

Sk ----

S R e
W

(> Remarque

La courbe ayant pour équation y = f(x), onadonc f;,;, = A_y
X

Si, en physique par exemple, la fonction mesure I'évolution d'une quantité C en fonction du temps ¢, le taux

d’accroissement se notera plutot AL

/

[\;S Exemple

Si on considere la fonction définie par f(x) = 0,5x* — 4x + 7,5 représentée ci-dessus, le taux d’'accroissement
de fentre 2 et 7 est :

f@-f@) _4-15 1
1,27 = — S T 5
7-2 7-2 2 )

Il. Nombre dérive

& Intro

Considérons un point A fixe sur la courbe Gf, d’abscisse a, et un point M maobile sur la méme courbe, d’abs-
cisse a + h (h correspondant donc a1’écart entre A et M sur 'axe des abscisses).
Le taux d’accroissement de f entre a et a + h se note donc

fla+h)—f(a)
Ifaavh = -5
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/& Définition
Si le taux d’accroissement de f entre a et a + h devient aussi proche que 'on veut d'une valeur limite / € R
lorsque h se rapproche de 0, on dit que la fonction f est dérivable en a.
La valeur limite ¢ est alors appelée nombre dérivé de f en a, que I'on note f’(a). On a alors :
+h) -
lim M — f’(a).
h—0 h )

/B Logiciel

Avec la méme fonction que ci-dessus, f(x) =0,5x* —4x +7,5eta =2, on le taux d’accroissement :

A | B | C . D
1 f(x)=0,5x*-4x+7,5 =2
2 1
3 | h a+h f(a+h) taux d'accroissement
4 -5 -3 24 -4,5
5 -2 0 7,5 -3
6 -1 1 4 2,5
7 -0,5 1,5 2,625 2,25
8 0,4 1,6 2,38 2,2
9 -0,3 1,7 2,145 -2,15
10 -0,2 1,8 1,92 -2,1
11 0,1 1,9 1,705 -2,05
12 | -0,01 1,99 1,52005 -2,005
13 | -0,001 1,999  1,5020005 -2,0005
14 | -0,0001 1,9999 1,50020001 -2,00005
15 | 0 2 1,57 #DIV/o!
16 0,0001 2,0001 1,49980001 -1,99995
17 | 0,001 2,001  1,4980005 -1,9995
18 0,01 2,01 1,48005 -1,995
19| 0,1 2,1 1,305 -1,95
20 0,2 2,2 1,12 1,9
21 0,3 2,3 0,945 -1,85
22 0,5 2,5 0,625 -1,75
23 1 3 0 1,5
24 2 4 -0,5 -1
25 4 6 1,5 0

On remarque bien que le taux d’accroissement semble se rapprocher de —2 lorsque & tend vers 0.
On peut démontrer ce résultat par le calcul :
fC+h)-f(2)

e le taux d’accroissement de f entre 2 et 2 + h est W

e f(2)=05x2>-4x2+75=1,5

o f(2+h)=0,52+h)*-4(2+h)+7,5=0,5(4+4h+h*)—8-4h+7,5=2+2h+0,5h*~8—4h+7,5=0,5h*~2h+1,5
0,5h*-2h+1,5-15 05h*-2h _ h(0,5h—2)

e donc le taux d’accroissement est . . W =0,5h-2.
Ainsi, lorsque & tend vers 0, le taux d’accroissement tend vers 0,5 x 0—2 = —2
Le nombre dérivé de f en 2 est ' (2) = —2! Y.

[SPE.MATHS] @@@@ -76/169 -



[SPE.MATHS] C. Pierquet Lycée Edmé Bouchardon - 2021/2022

(> Remarque

Il est possible que le taux d’accroissement ne se rapproche pas d'une valeur particuliere, ou qu’il se rapproche
de l'infini quand £ tend vers 0. Dans ce cas, la fonction n'est pas dérivable. C’est le cas par exemple de la
fonction racine carrée avec a = 0:

En effet, le taux d’accroissement de la fonction racine carrée entre 0 et 0 + £ est :
Vo+h-vo Vi Vho 1
h h Vexvh Vh

qui se rapproche de I'infini lorsque % tend vers 0!

/1 ILlustration

Graphiquement, que se passe-t-il?

Le point M La droite (AM) Le taux d’accroissement
Lorsque h varie se déplace sur la courbe pivote autour de A varie
Lorsque h =0 se confond avec A disparait n'existe pas
Lorsque h tend vers 0 se rapproche de A "frole” la courbe se rapproche d’'un nombre

lll. Tangente
/& Définition

Sila courbe €, d'une fonction f est bien «lisse » au voisinage d'un point A, on appelle tangente a C; en A une
droite qui épouse localement la direction de cette courbe. Autrement dit, en zoomant autour du point A, la
courbe va finir par sembler se confondre avec sa tangente en ce point.

i~

(> Remarque

Avec les notations précédentes, lorsque & tend vers 0, la position limite de la droite (AM) est la tangente T,
alacourbe C; en a.

Donc la valeur limite de la pente de (AM) est la pente de la tangente.
Ainsi, le nombre dérivé f'(a) est la pente de la tangente au point d’abscisse a.

& Propriété : interprétation graphique du nombre dérivé

Le nombre dérivé f'(a) estla pente de la tangente a C au point d’abscisse a.
Cette tangente, au point d’abscisse a, a donc pour équation :

y=f"(a)x(x-a)+f(a).

[SPE.MATHS] @@@@ -77/169 -



[SPE.MATHS] C. Pierquet Lycée Edmé Bouchardon - 2021/2022

[ Démonstration

La tangente au point d’abscisse a est une droite d’équation y = mx + p.

On sait que sa pente est p = f'(a), et on sait qu’elle passe par le point A(a; f(a)) donc les coordonnées de A
doivent vérifier y, = f'(a) x x, + p soit f(a) = f'(a) x a+ p donc p = f(a) — f'(a) x a.

L'équation de la tangente est donc y = f'(a) x x + f(a) — f'(a) x a = f'(a) x (x — a) + f (a).

[\,6 Exemple

Toujours avec le méme exemple, on a prouvé par le calcul que le nombre dérivé était f'(2) = —2.
On peut vérifier graphiquement que la tangente au point d’abscisse 2 a bien une pente égale a —2.

AN

~

' \

\

La tangente a donc pour équation y = [/ (2) x (x —2) + f(2) soit y = —2 x (x —2) + 1,5 ou encore, en développant,

=—-2x+5,5.
Y /
Logiciel
Logiciel de Calcul Formel Xcas
]
2
X— 05%X —4*%xx+75 ]
2]
-2 —
3]
—2#%X+55 e
L4
—2%X+5.5
[MEny |
J
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[ DOC 20

CHO7 - Derivation locale - Exercices

& Niveaux de difficulté

X Basique K Modérée }( Elevée % Trés élevée R Extréme ﬁ” Insensée

Exercice 1 %

x+1
Soit f 1a fonction définie et dérivable sur R\ {2} par f(x) = P Onnote Cf sa courbe représentative dans un repere

orthogonal.
1. Calculer f(3) puis, a I'aide de la calculatrice, déterminer la valeur de f'(3).

2. En déduire une équation de Ts, tangente a C; au point d’abscisse 3.

Exercice 2 X
On considere la fonction g définie sur R par g(x) = PR On note C, sa courbe dans un repere orthogonal.
1. Calculer g(1).
gl+h)-g) -h-2
2. On admet que, h+0, = .
n admet que, pour 1 # 0,on a h 1212

En déduire que g est dérivable en a = 1 et déterminer la valeur de g'(1) (on pourra vérifier ce résultat a I'aide
de la calculatrice).

3. Déterminer une équation de T, tangente a C, au point d’abscisse 1.

Exercice 3 X

On considere une fonction &, définie sur [-3;9], dont la courbe représentative C;, est donnée ci-dessous.

)

¥

Les droites T_,, T; et T, sont les tangentes a C;, aux points d’abscisses respectifs —2; 1 et 4.

1. Expliquer pourquoi, graphiquement, la fonction h semble étre dérivable en toute valeur de [-3;9].
2. Donner, par lecture graphique :

a. lesvaleursde h(4) et h'(4);
b. lesvaleurs de h(1) et ' (1);
c. le signe de h'(-2).

3. Déterminer une équation de T, puis une équation de T,.

Bonus Sur quel(s) intervalle(s) peut-on affirmer que 4'(x) = 0.
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Exercice 4 R

Dans cet exercice, on va essayer de préparer la transition |« dérivation locale » ...é%... « dérivation globale » .

1. On consideére la fonction f définie sur R par f(x) = x%.

a. En utilisant la technique du « taux d’accroissement », déterminer la valeur de f’(1).
b. En utilisant la technique du « taux d’accroissement », déterminer la valeur de f’(2).

c. Soit maintenant a un réel quelconque.
fla+h)-f(a)
h
En déduire que f est dérivable en a, puis déterminer la valeur de f'(a).

On admet que, pour & # 0, on a =2a+h.

d. En utilisant la formule obtenue a la question 1.c., expliquer comment on peut retrouver — facilement —
les résultats des questions 1.a. et 1.b..

NB : on vient en fait de déterminer la « fonction dérivée » de la fonction carrée!
1
2. On considere désormais la fonction g définie sur R* par g(x) = —.
X

a. Déterminer, a I'aide de la calculatrice, les valeurs de g'(2), g'(4) et g'(-5).
b. Conjecturer une formule permettant de calculer g'(a) pour tout réel a non nul.
c. Soit donc a un réel non nul.

i. Déterminer, en fonction de a, les valeurs de g(a) etde g(a + h).
gla+h)—gla)

—

iii. En déduire que g est dérivable en a, puis déterminer la valeur de g'(a).

ii. En déduire, pour h # 0, une écriture simplifiée de

iv. Comparer avec la conjecture faite en 2.b..

NB : on vient en fait de déterminer la « fonction dérivée » de la fonction inverse!

Exercice 5 #
On considere le script suivant :

\ @ Code Python \

def f(x):
return x**2

def g(x):
return 1/x

def mystere(fonc,a,h):
return (fonc(a+h)-fonc(a))/h

0 N O O W N

(

1. Dans cette question, on se référera aux données et résultats de I’exercice 4.

a. De quelle valeur le résultat obtenu a I'aide de la commande [z mystere(£,2,0.0001)] est-il trés proche?

b. De quelle valeur le résultat obtenu a I'aide de la commande [z mystere(g,-5,0.0001)] est-il trés proche?

2. On souhaiterait utiliser le script précédent pour vérifier le résultat obtenu a la question 2. de I’exercice 2.

a. Proposer une modification de la ligne afin de déclarer la fonction g.

b. Quelle [z commande], utilisant la fonction permettrait de répondre a la problématique?
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DOC 21
CHO7 - Dérivation locale - Exercices (Correction)
Exercice 1 X
, 3+1 4 , )
1. On obtient f(3) = 2 31" —4 et la calculatrice donne f'(3) = 3.
2. Une équationde Ty esty =f'(3) x (x —3) +f(3) =3(x—3) + (-4) =3x-9-4=3x-13.
B
d [(x+1
dx | 2—-x ) x=3
U
MAT/VCT] logab | Abs |d/dx|d2/dx 2/
Exercice 2 X
1. Onag(l) = _2_
' S T
. g+h)-g) . -h-2 -2
2. Ona jim n SN ezhez 2z ¢
Ceci justifie que g est dérivable en a = 1 et que g'(1) = —1.
3. Une équationde Ty esty =g’ (D x (x-1D+g(1)=-1(x-1)+1=-x+2.
B
d 2
Ao | 241 )
-1
L
MAT/VCT] logab | Abs |d/dx|d2/dx2/ IS
Exercice 3 X

1. Lafonction & semble étre dérivable en toute valeur de [—3;9] car la courbe C;, est « bien lisse ».

Il n'y a pas de « cassure verticale », de « verticalité » ou de « point anguleux ».

2. Onrappelle que h(...) correspond a la hauteur de la courbe, et h'(...) ala pente de la tangente :

3
a. h(4)=-1,5et h'(4) =pentede T, = e
b. h(1)=—-2et h'(1) = pentede T, =0;

c. h'(-2) est (strictement) négatif, car T, est décroissante.

3. Une équationde T, esty = h'(1) x (x —1) + k(1) = 0(x — 1) + (-2) = —2 (horizontale!).

Une équation de T, est T, = h'(4) x (x —4) + h(4) = 0,75(x —4) + (-1,5) = 0,75x —3 - 1,5 = 0,75x — 4,5.

Bonus h'(x) = 0 signifie que & est croissante, donc k' (x) = 0 pour x € [1;7].
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Exercice 4 R
Cet exercice correspond a I'activité d'introduction du chapitre 8, sur les fonctions dérivées.
Exercice 5 #

¥R

f2+h)-f(2)
h

soit encore f'(2), qui vaut (environ) 4.

g(-5+h)—g(-h)
h

soit encore g'(—5), qui vaut (environ) —0,04 = ;—;

1. a. Lacommande [z mystere(f,2,0.0001)]va calculer

f2+h)-f(2)
h

pour f(x) = x? et pour h = 0,0001.

On cherche donc a « estimer » }zim
—0

b. La commande [z mystere(f,2,0.0001)] va calculer

On cherche donc a «estimer » }}né g(=5+ h}z -8(=5)

1
pour g(x) = p et pour i = 0,0001.

Début de la console @ python

>>> mystere(£f,2,0.0001)
4.0001000000078335

>>> mystere(g,-5,0.0001)
-0.040000800015926874

Fin de la console @ python

2. a. Pour se référer a l'exercice I'exercice 2, on doit déclarer la fonction g(x) = — en|s return 2/ (x**2+1)).
X

b. La commande [z mystere(g,1,0.0001)) donnerait un résultat proche de g'(1) = —1.

Début de la console @ python

>>> def g(x):
return 2/ (x**2+1)

>>> mystere(g,1,0.0001)
-0.9999500000001937

Fin de la console @ python

B
d (.2
dx (x )|x=2

d [1]
dx | x | =5
-0.04

-
MAT/VCTl logab | Abs [d/dx [d2/dxc 2=
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DOC 22 . .
CHOS8 - Fonctions derivees

I. Rappels

& Propriété - Rappel

: - : : . (a+h)-f(a) - :
Une fonction est f est dérivable en a sile taux d’accroissement ]% admet une limite finie lorsque

h tend vers 0, cette limite étant le nombre dérivé f'(a).
Graphiquement, ce nombre dérivé est le coefficient directeur de la tangente a la courbe de f au point d’abs-

cisse a.

/% Exemple

On a déja cherché certains nombres dérivés de la fonction carré :
sif(x) = x%, alors f'(1) = 2, f'(2) = 4 et on avait également déterminé que f'(a) = 2a pour un a quelconque.
De méme avec la fonction f(x) = I/x, on a obtenu f'(a) = -/a? pour un a quelconque non nul. )

Il. Calculs de fonctions dérivées
111. Définition
/& Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

Sila fonction f est dérivable en tout réel a de I, on dit alors que la fonction est dérivable sur I'intervalle I.
Pour chaque nombre a de I, on peut donc trouver le nombre dérivé f'(a). Grace a ce mécanisme, on définit
une fonction : la fonction dérivée de la fonction f, que I'on note f”. )

1.2. Fonctions de réféerence
(ﬂ Théoréme

Les fonctions affines, carré, cube, inverse sont dérivables sur leur ensemble de définition.
La fonction racine carrée est définie sur [0; +oo[ et dérivable sur ]0; +oo[ mais pas en 0.
Leurs fonctions dérivées sont données dans le tableau ci-dessous :

Nom de la fonction f Expression de la fonction f Expression de la dérivée f'

Constante fx)=k flx)=0
Affine f)=mx+p flx)=m
Carré fx) = x? f(x) =2x
Cube fx) =x3 f'(x) =3x*

Puissance n flx)=x" f(x) = nx"!
I (x) = : "(x) = -
nverse flx =7 f(x =2
Racine fx)=vx flix)= 1

2\/x )
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[& Démonstrations

* Pour la fonction carré : cherchons le nombre dérivé en x de la fonction f définie par f (x) = x2.
Il faut d’abord calculer le taux d’accroissement de cette fonction entre x et x + /1 :
(x+h)?-x* x*+2xh+h*-x* hQx+h) _
h - h - h
puis chercher la limite de ce taux d’accroissement lorsque / tend vers 0.
Cette limite est 2x, donc la dérivée de la fonction carré est f’(x) = 2x pour tout x.on l'a fait précédemment.

2x+h

1
* Pour la fonction inverse : Soit g la fonction définie par g(x) = —. La méthode estla méme :
X

TRy _X-Gtm) 1 -h 1 -l
h  x(x+h) h x(x+h) h x(x+h)

-1
etlalimite de ce quotient quand £ tend vers 0 est —-.
X

-1
Ainsi, g'(x) = — pour tout x # 0.
X

¢ Les autres formules de dérivation sont admises mais sont a connaitre sans faute.

/B Logiciel

Logiciel de Calcul Formel Xcas
1]
X — 1/X IW
2]
—1/x? [
/
/\,6 Exemple
La fonction dérivée de la fonction f définie par f(x) = x® est la fonction f’ telle que f’(x) = 8x”. )
(\,6 Exercice
Si f est la fonction inverse, et qu'on cherche a déterminer T, 5; on sait que cette tangente a pour équation
y =f'(0,5)(x —0,5) + £(0,5). On a déja f (0,5) = /0,5 = 2; mais jusque 13, le calcul de f'(0,5) était compliqué...
Désormais, on peut se contenter d'utiliser la formule de f'(x) : c’est -1/x? donc f'(0,5) = ~1/0,52 = —4.
La tangente a donc pour équation y = —4(x —0,5) +2 = —4x + 2 +2 = —4x +4. )

I1.3. Opérations de base sur les fonctions
/& Théoréme

Soient u et v deux fonctions dérivables et k un nombre réel. Alors les fonctions construites a partir de u et v
sont dérivables. Voila comment calculer leur fonction dérivée :
* Pour certaines, c’est trés intuitif (somme, produit par une constante) :

somme: (u+v) =u' +v'. Une somme se dérive terme a terme.
produit par une constante: (k x u)' =k x u'.
 Et pour d’autres, ¢a I’est beaucoup moins (produit, quotient) :

produit: (uxv) =u' xv+uxv'.

. u\ uxv-uxv
quotient : P I
J
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B Exemples

1. f(x) =x*+5x—7:f estune somme et f'(x) = 2x +5
2. g(x)=7x%: g estle produit de la fonction cube (x*) par une constante (7) et g'(x) = 7 x 3x* = 21x?

3. h(x)=xx

h est le produit d’'une fonction affine (1 = x) et de la fonction racine (v = v/x). Pour la dériver, il faut

1
d’abord trouver la dérivée de chacun des facteurs (' =1 et v’ = 7) puis appliquer la formule :
X

h’(x)zu’xv+uxv’=lx\/3_c+x><

q est le quotient de deux fonctions affines (u = 2x — 3 et v = 7x + 1). Pour la dériver, on calcule d’abord la
dérivée du numérateur (2) et celle du dénominateur (7) puis on applique la formule :
uxv-uxv 2x@x+1)-Q2x-3)x7 l4x+2-(l4x-21) 23

v2 B (7x +1)2 B (7x +1)2 C (7x+1)2 )

!

(> Remarques

e u-v=u+(-1)xvdonc (u—-v) =u +(-1) x v = u' — v' donc une différence de deux fonctions est aussi
naturelle a dériver qu'une somme.
1)/ Oxv—-1xv = . . ) , L .
* |-] = ————— = —5 - Onobtientla formule de dérivation de I'inverse d'une fonction a partir de celle
v v v
du quotient, en prenant u = 1 et donc u' = 0.

. s : o , 3
* on peut étre amené a combiner ces différentes formules entre elles : par exemple, f(x) = 5x“— Zx +1apour

3 3
dérivée f'(x) =5 x 2x — - 10x — T On a combiné addition et multiplication par constante.

J

Y= Méthode

Pour dériver une fonction :

¢ On commence toujours par repérer de quelle forme est cette fonction (fonction de référence? somme?
produit? quotient? composée?).

¢ On choisit alors la formule de dérivation adaptée.

Si cette formule est celle d’'une opération (celles avec des u et des v!), on repére ce que sont u, v ou k.

On calcule les dérivées u' et v’ si besoin.
¢ On applique la formule choisie.
On réduit, en gardant a I'esprit qu'on ne développe jamais un dénominateur!

(s P Exercice

Calculer la fonction dérivée de chacune des fonctions ci-dessous :

1. f(x)=5x"+4x*—x+8

2

2. =
g(x) 3x—-2

3. k(x) = x°(3x? +5x) )
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[& Démonstration de la formule de dérivation d’un produit

On revient a la définition en cherchant le taux d’accroissement de la fonction f!
fx+h)—f(x) ulx+h)xvix+h)—ux)xv(x)

h h
_ulx+ Mxvx+h)—ux)xvx+h)+ulx)xvx+h)—ulx)xvx)
- h
_lulx+h)—ux)] xv(x+h) N ux)[vx+h)-vx)]
- h h
_ u(x+h})l—u(x) et H) + () x v(x+h}1—v(x)

On reconnait alors les taux d’accroissement des fonctions u et v.

A la limite lorsque & tend vers 0, les taux d’accroissement tendent vers les nombres dérivés [’ (x), u'(x) et
v'(x); quant a v(x + h), il tend vers v(x).

On obtient donc bien : f'(x) = v/ (x) x v(x) + u(x) x v'(x) soit f' = v'v + uv'.

lll. Fonctions composées
1. Définition
/& Définition

Quand on applique une fonction a une variable x et qu’on applique au résultat obtenu une autre fonction (on
«monte » donc successivement deux fonctions), on dit qu'on compose ces deux fonctions.
La fonction qui en résulte s’appelle une fonction composée. )

/% Exemple

La fonction f définie par f(x) = (2x — 3)° est la composée de la fonction affine u définie par u(x) = 2x — 3 et
de la fonction cube.

1
La fonction g définie par g(x) = |/ — est la composée de la fonction inverse suivie de la fonction racine.
x

On parle de composée quand on retrouve « a I'intérieur » d'une fonction non pas juste la variable x, mais une
autre expression. y

11l.2. Dérivation
[14 Théoréme

Si une fonction f est la composée d'une fonction affine x — mx + p suivie d’'une fonction u dérivable, c’est-
a-dire si f est de la forme f(x) = u(mx + p),
alors elle est dérivable et sa fonction dérivée est f'(x) = m x u'(mx + p). )

(B Exemples

e flx)=Bx-2)°
icimx+p=3x-2etu(x)=x"
comme ' (x) =5x* ona f'(x) =3 x u/(mx + p) =3 x5(3x —2)* =15(3x — 2)*.

. g(x)=\/ﬂ

icimx+p=7xetu(x)=\/;

N

7

comme ' (x) = = .
2V 7x  2\/7x
J

,onag'(x)=7xu(7x) =7 x
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DOC 23 . . .
[ CHOS8 - Fonctions derivees - Exercices

Z Niveaux de difficulté

% Basique i( Modérée ’}fK Elevée ﬁ Trés élevée R Extréme ﬁ‘ Insensée

S¥

Exercice 1

On considére la fonction f définie sur R par f(x) = x> + x* + x + 1. On note C sa courbe représentative.

1. Calculer f(3).

2. a. Déterminer la dérivée f' de la fonction f.
b. En déduire la valeur de f'(3).

c. Déterminer une équation de T3, tangente a €, au point d’abscisse 3.

3. Déterminer une équation de T_,, tangente a €, au point d'abscisse —1.

° &
Exercice 2
1. Justifier le résultat obtenu sur les captures d’écran suivantes :
B B
Fonct graph :Y= d (Y1 (
1 ., ax (YT,
YlEx+x [—1 15
1
Y3: [—1 O
Y4: [—1

Y5 [—1
(SN[ DELETE] TYPE | TOOL JNWasravil Y | »r [ Xt | YVt | X [

2. Justifier le résultat de la ligne suivante :

e N

Résultats obtenus avec un logiciel de Calcul Formel

\.

|_ f(x) :=10 * sqrt(x)

-

2] ¢ (5)
2.23606797 [Figwo]

Exercice 3

1. Déterminer la dérivée des fonctions suivantes, sans se soucier de I’ensemble de dérivabilité :
a. f(x)=2x%+4x*-5x+6;
b. g(x)=5x+ 2
. g(x)=5x+—;
§ X
c. hix)= 4\/§— 7x.
2. Déterminer une équation de :

a. 7,, tangente a Cr au point d’abscisse 2;
b. J_;, tangente a C; au point d’abscisse —1;

c. Ty, tangente a C;, au point d’abscisse 9;
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Exercice 4 X

Déterminer la dérivée des fonctions suivantes :

1. f(x)=(x*+1) x (= x> +2x* + 5) définie et dérivable sur R;
2. gx)=x+1) \/; définie sur [0; +oo[ et dérivable sur ]0; +oo[;

> on essayera de simplifier en mettant au méme dénominateur...

3x+1

3. h(x)= = définie et dérivable sur R\ {5};

K7 on essayera de simplifier le numérateur...

1
4, k(x)=2x+ I définie et dérivable sur R.

2
X%+
€» on essayera de simplifier en mettant au méme dénominateur...
° F .
Exercice 5 R
En utilisant les formules de « dérivation composée », déterminer la dérivée des fonctions suivantes :

1. f(x) = 3x + 1) définie et dérivable sur R;

2. g(x) = v/2x + 1 définie sur [—%;+oo[ et dérivable sur ]—%;+oo[;
3. h(x) =V x —2(x*—1) définie sur [2; +oo] et dérivable sur ]2; +oo] .

Exercice 6 X

On considére la fonction f définie sur [0;7] par f(x) = x* — 11x? + 39x — 20.

1. Déterminer, pour tout x de [0;7], 'expression de f’(x).
2. Etudier le signe de f’(x) sur [0;7].

3. Déterminer le sens de variation de f sur [0;7].

Exercice 7

2x+1

On considere la fonction f définie par f(x) = ———
f par f(x) 4x2+4x+5

. On note Cf sa courbe représentative.

1. En travaillant sur le dénominateur de f, démontrer que f est définie sur R.

o Vérifi tout réel o -8x*—8x+6
. Vérifier que, pour toutréel x,ona f'(x) = ———.
auep (4x2 +4x +5)?
3. Etudier, dans un tableau, le signe de f’(x).

4. Déterminer le sens de variation de f sur R.

5. Parmi les trois courbes suivantes, laquelle pourrait étre — sans utiliser de calculatrice — C; ? Justifier.

AN AN AN
0.2 [\ 02+
0,1/4 14
| | \ | | | | | \
T T 7 I T T T T 4
1 2 -3 —2 -1 1 2
1+ -0,1\+
02 —0,2 /
03 L —0,3 L

[SPE.MATHS] @@@@ - 88/169 -



[SPE.MATHS] C. Pierquet Lycée Edmé Bouchardon - 2021/2022

DOC 24
CHOS8 - Fonctions dérivées - Exercices (correction)

Exercice 1

1. Onaf(3)=3*+32+3+1=40.

2. a. Lafonction f est dérivable sur R et f'(x) = 3x% + 2x + 1.

b. Ainsiona f'(3) =3x3%+2x3+1 =34,

c. Une équationde T esty =f'(3) x (x —3) + f(3) =34 x (x +2) + 40 = 34x — 102 + 40 = 34x — 62.

3. De méme une équationde T_;esty =f' (=) x (x = (-1))+f(-1)=2x (x+1) +0=2x + 2.

Avec

fD =12+ (-1)2+(-1)+1=0
fl=D=3x(-1)?+2x(-D+1=2

Exercice 2 X

X .15 1
1. La[§ calculatrice) nous suggere que f'(4) = T avec f(x) =x+—.
x

1 1
En effet, onaf’(x):1—;desortequef’(4):1——:1 ———

1 16 1 15

422 16 16 16 16

2. Le logiciel nous suggere que f'(5) ~ 2,23606797 avec f(x) = 10/x.

1 5 5
En effet, on a f'(x) = 10 x = — de sorte que f'(5) = — = /5 ~ 2,23606797 /.
2/x  Jx V5
Exercice 3 X
1. a. f(x)=2x>+4x*-5x+6estdérivable sur Ret f'(x) =2 x 3x* +4 x 2x — 5 = 6x* + 8x — 5.
2 - . , -1 2
. g(x)=5x+ — estdérivablesurR* et g'(x) =5+2x — =5—- —.
X x? x?
1 2
. h(x) = 4\/x —7x est dérivable sur ]0; +oo[ et /' (x) = 4 x -7=—-"7.
2\/x Vx
2. . Une équationde T, est y = f'(2) x (x —2) + f(2) =35 x (x —2) +28 = 35x — 70 + 28 = 35x — 42.

[SPE.MATHS]

A f@=2x2%+4%x22-5x2+6=35
C .
fl(2)=6x22+8x2-5=28

. Une équationde T_jesty=g'(-D)x (x—(-1))+g(-D)=3x (x+ 1)+ (-7) =3x+3-7=3x—4.

2
g-1)=5x (- +—==-7
Avec -1

g'(-1)=5 =3

(12

19 19
. Une équation de Ty est y = h'(9) x (x —9) + h(9) = Y x (x—9)+ (-51) = —?x+6.

h©)=4xv/9-7x9=12-63=-51

Avec 2 2 19
W9)=—-7=--7=-—

\/§ 3 3
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Exercice 4 X

1. Lafonction f est un produit u x v avec :
u=x*+1 u =2x
3 2 -y 2 :
V=—X"+2x"+5 V' =3x"+4x
Ainsi f'(x) = W'v+v'u=2x x (— x> +2x* +5) + (3x* + 4x) x (x* + 1) pour tout réel x.

2. Lafonction g est un produit u x v avec:
{u:x+1 {u’:l
et , 4 .
v=vx Ve

L +1 Xxx2y/x+(x+1) 2x+x+1 3x+1
Ainsig'(x) =u'v+v'u=1x \/;+2 = v = =

1 X
x(x+1)=/x+ =
b 2

Vx 2v/x 2yx 2%

3. Lafonction h s’écrit sous forme d’'un quotient ; avec :

u=3x+1 u=3
ety , .
v=x-5 v =1

/ !/

Ainsi ' (x) = uv—vu _ Ix(x-5-1xBx+1) _ 3x—-15-3x-1 _ -16 pour x #5.
v? (x —5)? (x —5)? (x —5)?
4. Lafonction k s’écrit avec une somme et un quotient :
(2x),:26t( 2 )'= 0x(x*+1)-2xx1 _ 2
x%+1 (x2 +1)? (x2+1)?
—2x  2x(x®+1)-2x 2x"+4x®+2-2x 2x"+4x*-2x+2

Ainsi k' (x) =2+

= = our tout x.
(2 +1) (2 +1) (2 +1) 2+12  °F

Exercice 5

1. f(x) = 3x + 1) est sous la forme > avec u = 3x + 1 et donc v’ = 3.

Onadonc f'(x) =3x u' x u?* =3 x3 x (3x + 1) = 9(3x + 1)® pour tout x.

2. g(x) = V2x + 1 est sous la forme \/u avec u = 2x + 1 et donc ' = 2.
2 1

u/
2/u  2\2x+1 2x+1

3. h(x) = v x —2(x*—1) est sous forme d’'un produit :

Onadonc g'(x) = pour tout x > —0,5.

x—-2) 1
u=1+vx-2quidonne u' = ( L et v = x> —1 qui donne v’ = 2x.
2v/x =2 2y/x-2
1
On adonc g'(x) = ———— x (x* — 1) + 2x x /x — 2 pour tout x > 2.
2vV/x -2

Exercice 6

1. La fonction f est dérivable sur [0;7] et f'(x) = 3x? — 11 x 2x +39.

2. f'(x) est un trindme du second degré, on utilise donc A :

X, = —(=22+V16 _ 2244 _ 13
A= (-22)>-4x3x39=4etdonc 23 6 % etle signe de a = 3 est positif.
X, = ~(=22-V16 _ 22-4 _ g
2x3 6

Ainsiona:
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X 0 3 2 7
fx) + 0 - 0 +
3. D’apreés les « travaux » du chapitre 07, on peut dire que :
e sur [0;3], la fonction f est croissante;
* sur [3 ; %], la fonction f est décroissante;
* sur [13—3 ; 7], la fonction f est croissante.
Exercice 7 R

1. Les éventuelles valeurs interdites de f sont les racines de 4x* + 4x + 5.

Or A = —64, donc le dénominateur ne s'annule pas, ce qui justifie que f est définie sur R.

2. Lafonction f est dérivable sur R et s’écrit sous forme d'un quotient avec :

u=2x+1 u=2
) ety .
v=4x“+4x+5 vV =8x+4

Wv-viu  2x(4x°+4x+5)—Bx+4) x 2x+1)

Ainsi f'(x) =
! v? (4x2 +4x +5)*
) . 8x*+8x+10-16x*-8x-8x—-4 —8x*—8x+6
Soit encore f'(x) = > = 5 pour tout x.
(4x% +4x +5) (4x% +4x +5)

3. La fonction f’(x) est bien sous forme de quotient :

¢ le dénominateur est le carré d'une expression ne s'annulant jamais, donc il est strictement positif;

x;,=-15
* le numérateur est un trinéme, donc A = 256 qui donne { ! 05 avec a = —8 négatif.
xz =y,
X —00 -1,5 0,5 +00
NUM - 0 + 0 -
DENOM + + +
f'(x) - 0 + 0 -

4. D’apres les « travaux » du chapitre 07, on peut dire que :

* sur]—oo;—1,5], la fonction f est décroissante;
* sur [-1,5;0,5], la fonction f est croissante;
e sur [0,5;+00], la fonction f est décroissante.

5. Laseule courbe « compatible » avec les variations précédentes est :

A

~
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DOC 25

CHO9 - Suites arithmétiques, géométriques

(O Cadre

Ce chapitre porte sur I'étude de deux types de suites particulieres : les suites arithmétiques et les suites géo-
métriques. Ces suites ont la particularité de permettre de passer trés facilement de la formule de récurrence
ala formule explicite!

/
I. Suites arithmetiques
11. Définition
/© Définition
Une suite (u,,) est dite arithmétique si 'on passe d'un terme au suivant en ajoutant toujours le méme
nombre r, appelé raison de la suite.
Autrement dit, une suite est arithmétique si sa formule de récurrence est du type :
Up.1 =U,+r pourtoutn =0. )
/B Exemple
La suite des nombres impairs 1 -3-5-7-9—-11-13 — ... est arithmétique de raison 2. )
(> Remarque
Une suite pour laquelle on passe d'un terme au suivant en retranchant toujours le méme nombre est égale-
ment arithmétique, mais sa raison est négative.
Ainsi, la suite 12—-11,5-11-10,5-10-9,5 — ... est arithmétique de raison —0,5. )
Y= Méthode
Pour démontrer qu’une suite est arithmétique :
* soit on transcrit le texte de 'énoncé sous forme de formule de récurrence,
* soit on calcule la différence u,, ., — u,, entre deux termes consécutifs et on montre que cette différence
est constante et ne dépend pas de n.
Le résultat de ce calcul est alors la raison r de la suite.
(\,6 Exemple
On va démontrer que la suite définie par u,, = 2n — 3 pour tout n = 0 est arithmétique.
e oncalculeu,,,:u,,, =2(n+1)-3=2n-1;
e puisladifférence: u,,, —u,=2n-1)-2n-3)=-1+3=2.
Le résultat ne dépend plus de n, donc la suite est arithmétique de raison r = 2. )

1.2. Formule explicite
& Propriété
Soit (u,) une suite arithmétique de raison r et de premier terme . Alors :

U,=uy+nxr pourtoutnceN.
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(> Remarque

Sile premier terme de la suite n'est pas u, mais u;, on a la propriété :
U,=u +(nm-1)xr pourtoutn =1

et, pour n'importe quel rang p :

U, =u,+(n—p)xr pourtoutn=p. )

[& Démonstration

u1=u0+r;

Uy=U+T =Uy+T+T=1Uy+2r;
Ug = Uy +T =Uy+2r +T1 = Uy +3r;

Uy, =U, 1 +T=Uy+(n—1)xr+r=ug+nxr.

B Exemple

Ma tirelire contient 23 €. Au 1°" janvier de cette année, j’ai décidé d'y mettre 5 € tous les mois. Quelle somme
contiendra-t-elle a la fin de 'année?
e La suite (,,) ou f, est la somme contenue dans la tirelire a la fin du n-iéme mois d’économie est une
suite arithmétique de raison r = 5 et de premier terme #, = 23.
 Alafin del'année, il y aura dans la tirelire ¢, = f, + 12 x r =23+ 12 x5 =83 €. )

1.3. Sens de variation
& Propriété

Une suite arithmétique est toujours monotone. Elle est croissante si sa raison est positive, et décroissante
si sa raison est négative.

[ Démonstration

Pour étudier le sens de variation d’une suite, on étudie le signe de la différence u,,,; — u,,, et dans le cas d’'une
suite arithmétique, cette différence est égale a la raison r!

.4. Modeélisation
& Propriété

Les points du nuage qui représente une suite (u,) arithmétique de raison r sont tous alignés, sur la droite
de coefficient directeur r et d’ordonnée a l'origine .
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[& Démonstration

Le point de coordonnée (0; u,) est bien un point du nuage, et pour une unité supplémentaire en abscisse
(c’est-a-dire au rang d’apres), les ordonnées augmentent de r : on retrouve bien la définition du coefficient
directeur d'une droite. On remarquera également la cohérence entre le sens de variation d'une fonction affine

et celui d'une suite arithmétique...

& Propriété

Les suites arithmétiques modélisent des évolutions successives a accroissements constants. On parle éga-

lement dans ce cas d’évolution linéaire.

I.5. Somme des premiers termes

(1:} Théoréme

Pour tout entier naturel » non nul,
_n(n+1)
= >

14+243++n

[& Démonstration

Notons T, = 1+ 2+ --- + n qui est appelé nombre friangulaire, on peut le représenter avec T, pions « en

triangle » :

le
2e
le 3 e
° 200 40

° o0 3eee

° o0 (XX 40000 neee
T, =1 T,=3 T, =6 T, =10

En juxtaposant deux triangles identiques, I'un avec des pions noirs et I'autre avec des blancs, on obtient des

rectangles :

* le rectangle formé avec 2 x T,, pions est formé de n lignes et n + 1 colonnes (1 avec que des pions noirs

et n qui commencent par un pion blanc);
* le rectangle contient donc n(n + 1) pions;
e ainsi, 2x T, =n(n+1).

[ Xe} o)

o0
o000 o)
@000 00000 O
@000 .00
0000 X X [ ¥e)
2T; =4x3=12 2T, =n(n+1)

& Propriété

La somme des premiers termes d'une suite arithmétique est égale a :

premier terme + dernier terme
2 .

nombre de termes x
Autrement dit,

Uy + Uy,
Ug+ U+ +U,=n+1) x ———.
2
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[& Démonstration

Ona:

Ug+ Uy + Uy + -+ Uy =Ug+ (U + 1)+ (g +28) + -+ (Uy + 1T)

=(Ug+-+uy) +r(l+2+--+n

nn+1)

=n+Dug+rx ——

( +1)( +r")

=(n Uy + —
L)
Uy+ Uy + TN

-nen[teriey

Ug+ U

Il. Suites geomeétriques
I.1. Définition
/' ® Définition

Une suite (u,,) est dite géométrique sil'on passe d'un terme au suivant en multipliant toujours par le méme
nombre ¢, appelé ici aussi raison de la suite.
Autrement dit, une suite est géométrique si sa formule de récurrence est du type :

U,,1 =U,*xq pourtoutn =0. )

/\,6 Exemple
La suite des puissances de dix: 1 — 10— 100 — 1000 — 10000 — ... est géométrique de raison 10. Y.

(> Remarque

Une suite pour laquelle on passe d'un terme au suivant en divisant toujours par le méme nombre est égale-
ment géométrique, puisque diviser par un nombre revient a multiplier par son inverse. )

Y= Méthode
Pour démontrer qu’une suite est géométrique :

¢ soit on transcrit le texte de 'énoncé sous forme de formule de récurrence;

. . Uni , . .
* soit on calcule le quotient —** entre deux termes consécutifs et on montre que ce quotient est

n
constant et ne dépend pas de n.

Le résultat de ce calcul est alors la raison g de la suite.

/\,6 Exemple

On souhaite démontrer que la suite définie par u,, = 5 x 3" pour tout n = 0 est géométrique.
e oncalcule u,,, : U,,; =5x3"" =5x3"x3;
i . u 5x3"x3
e puis le quotient L = =
u 5x 3"

Le résultat ne dépend plus de n, donc la suite est géométrique de raison g = 3. )
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I.2. Formule explicite
& Propriété

Soit (u,,) une suite géométrique de raison g et de premier terme .
Alorsona:

u,=uy*xq" pourtoutneN.

(> Remarque

Si le premier terme de la suite n'est pas 1, mais u;, on a la propriété :
u,=u, xq"' pourtoutn=1

et, pour n'importe quel rang p :

_ n-p
U, =U,xq pour tout n = p.

[ Démonstration

Uy =uUyxgq
uzzulxqzuoquqzuoxqz
u3=u2xq=u0xq2xq=u0xq3

— — n-1 _ n
Up =Up 1 X =Ug X g~ Xg=Uyx(g".

B Exemple

mon compte au bout de 5 ans?

3
e Aubout d’'un an, il y aura 350 + 10 x 350 =350+ 10,5 = 360,5 €.

g = 1,03 et de premier terme ¢, = 350.
3

Eneffet, c,., =c, + 0 x ¢, =¢,+0,03c, =1,03c,.

Je place en banque une somme de 350 €. Au 1°* janvier de chaque année, je pergois sur mon compte des
intéréts qui s’élévent a 3 % de la somme placée pendant 'année écoulée. Quelle somme sera disponible sur

3
* Aubout de deux ans, il y aura 306,5 + e x 360,5 = 360,5+ 10,815 ~ 371,31 €.

¢ Lasuite (c,) ol ¢, estla somme placée a la fin de la n-ieme année est une suite géométrique de raison

e Auboutde 5 ans, il y aura donc sur le compte ¢ = ¢, x g° = 350 x 1,03° = 405,75 €.

1.3. Sens de variation
& Propriété

Une suite géométrique n'est pas toujours monotone. Soit g un réel :
* Lasuite (q") est croissante si g > 1.
* La suite (q") est décroissantesi0 < g < 1.
* La suite (¢") est non monotone si g < 0.

[&@ Démonstration
Onaqn+l_qn :qn Xq_qn:qn(q_l).
Le signe de ce produit dépend donc du signe de g etde g — 1.
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I.4. Modelisation
& Propriété

Les suites géométriques modélisent des évolutions successives a taux constant. On parle également dans
ce cas d’évolution exponentielle.

(> Remarque

On utilisera notamment une suite géométrique pour modéliser toute augmentation ou diminution d'un

o l
pourcentage constant. En effet, une quantité qui augmente de ¢ % est multipliée par CM =1 + —

100 )

I.5. Somme des premiers termes
/1:} Théoréme

Pour tout g # 1 et tout entier naturel z» non nul,

l_qn+1
l+qg+q*+q*++q" = ———.
1-¢g )

[& Démonstration

Ona:
A+g+g*+q*++qg"A-q)=1-qg+q-qg*+q*—q>+--+q" — q""' = 1—g"*! donc on obtient le résultat
voulu en divisant les deux membres par 1 — g qui est non nul.

& Propriété

La somme des premiers termes d'une suite géométrique est égale a :

1 —rais Onnombre de termes

premier terme x

1 —raison
Autrement dit,

n+1

1-¢g

Ug+ U+ + U, = Uy X ——.
0 1 n 0 1

|§, Démonstration

Ona:
Ug + Uy + Uy + o+ Uy = Uy + (Uy X q) + (Ug X G2) ++++ + (g X q") = Uug(1+ g + G* + -+ q").

[\,6 Exercice

Une puce se déplace sur le dos d’'un ane. Son premier saut a une longueur de 40 mm. A cause de la fatigue,
chacun de ses sauts a une longueur égale a la moitié de la longueur du saut précédent.
On note (u,,), _, la suite des longueurs des sauts de cette puce.

nx=1

1. Quelle est la nature de la suite (u,,) ?

2. Combien mesure le huitieme saut de la puce?

3. Quelle est la distance totale parcourue par la puce au bout des 8 premiers sauts? )
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DOC 26
CHO9 - Suites arithmétiques, géomeétriques - Exercices

Z Niveaux de difficulté

% Basique K Modérée K Elevée i Trés élevée R Extréme _ﬁ“ Insensée

Exercice 1

>

1. Soit (u,,) la suite arithmétique de 1°* terme u, = 5 et de raison r = 6.

Donner la formule de récurrence liée a la suite (u,,).
Déterminer la formule explicite donnant u,, en fonction de n.
En déduire les valeurs de u, et de us,.

Déterminer, en justifiant, le sens de variations de la suite (u,,).

o &0 T

Calculer la somme uy + u; + ... + Uyg.
2. Soit (v,) la suite géométrique de 1 terme v; = 1000 et de raison g = 1,05.

Donner la formule de récurrence liée a la suite (v,,).
Déterminer la formule explicite donnant v, en fonction de 7.
En déduire, arrondies au milliéme, les valeurs de v, et de vy.

Déterminer, en justifiant, le sens de variations de la suite (v,).

e &0 F 9

Calculer, arrondie au millieme, la somme v; + v, + ... + ;3.

Exercice 2 X

u1:50

1. Soit (u,,) la suite définie par , .
U, = U, —3 pour tout entier n = 1

. Déterminer la nature de la suite (u,,).

a

b. Déterminer la formule explicite donnant u,, en fonction de n.
c. Déterminer, en justifiant, le sens de variations de la suite (u,,).
d

. Déterminer, par calculs, le plus petit entier naturel n pour lequel u,, < 0.

vy = 100

2. Soit (v,) la suite définie par L.
U,.+1 = 0,88y, pour tout entier n

Déterminer la nature de la suite (v,,).
Déterminer la formule explicite donnant v,, en fonction de n.

Déterminer, en justifiant, le sens de variations de la suite (v,).

& o P

Déterminer, en détaillant la méthode, le plus petit entier naturel n pour lequel v, < 45.

Exercice 3 X

1. Soit (u,,) une suite arithmétique telle que u, = 10 et u; = 46.

a. Déterminer, en justifiant, la raison r de (u,,).

b. En déduire la valeur de ug,.
2. Soit (v,) une suite géométrique telle que v; = 4 et v; = 6,25.

a. Déterminer, en justifiant, une valeur possible pour la raison g de (v,,).
b. En déduire la valeur de v,;.
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Exercice 4 X

1. En Janvier 2020, on met de c6té la somme de 10 € puis les mois suivants, on met de c6té 2 € de plus que le
mois précédent. On note s, la somme (en euros) mise de coté le n-iéme mois. En particulier, on a s; = 10.

a. Déterminer les valeurs de s, et de s;. Interpréter ces résultats dans le contexte de I'exercice.

b. Déterminer, en justifiant, la nature de la suite (s,,).

c. En déduire une expression de s,, en fonction de n.

d. Déterminer la somme mise de cdté en Décembre 2020, ainsi que la somme totale mise de c6té en 2020.

2. Une solution contient cing bactéries a I'instant ¢ = 0. Aprés 'ajout d'un élément nutritif, le nombre de bac-
téries augmente de 25 % chaque seconde. On note b, le nombre de bactéries a I'instant r.

a. Préciser la valeur de b, puis calculer le nombre de bactéries au bout de 1 seconde puis de 2 secondes.
b. Déterminer, en justifiant, la nature de la suite (b,,).

c. En déduire une expression de b, en fonction de n.

d. Déterminer le nombre de bactérie au bout d'une minute.

e. Déterminer, en détaillant, au bout de combien de temps le nombre de bactérie dépassera 500.

° F
Exercice 5 X
On considere la suite (u,,) définie par u, = 65 et, pour tout entier naturel 7, u,,,, = 0,8u,, + 18.

1. a. Calculer u, et u,.
b. Justifier que (u,,) n'est ni arithmétique, ni géométrique.
2. Pour tout entier 7, on pose v,, = u,, —90.
a. Calculer y,, ) et v5.
b. Pour tout entier n, exprimer v,,,; en fonction de u,,,; puis en fonction de u,,.

c. Justifier que, pour tout entier 7, v,,,; = 0,8v, puis en déduire la nature de la suite (v,,).
d. Exprimer v, en fonction de n.

3. En déduire que u, =90 - 25 x 0,8" pour tout entier n.

4. a. Déterminer la valeur de u,.
b. Déterminer, en justifiant, le sens de variation de la suite (un)
c. Déterminer, en détaillant, le plus petit entier n pour lequel u,, = 85.

Exercice 6 &

1
ul = g
On consideére la suite (u,,) définie par 1

U1 = —5 = Uy pOUT tout entier n = 1

1. Calculer u,, u; et u,.
. u
2. On pose, pour tout entier n > 1, v, = —.
n

1
a. Montrer que, pour toutentiern =1, v, = ng

b. En déduire la nature de la suite (v,) puis en déduire une expression de v, en fonction de n.
n
3. Montrer que u, = n x (g) pour tout entier n = 1.

n+l
4. a. Montrerque u,,; —u, =(1-2n) (5) pour tout entier n = 1.

b. En déduire le sens de variation de (u,,).

5. Déterminer, en détaillant, le plus petit entier n pour lequel u,, < 107°.
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Compléments d’algorithmique

B Exemple
On considere la suite (u,,) définie par u, = 500 et, pour tout entier n, u,,,, = 0,95u,, +20. En[§ @ python] on va:
@ calculer un terme quelconque @ déterminer un seuil @ calculer une somme de termes )

/ﬁ Algorithme - Recherche d'un terme

\ @ Code Python }

1 def terme_un(n):

2 u = 500 # ler terme de la suite

3 for i in range(l,n+1) : # 14 va de 1 an

4 u=0.95 *xu+ 20 # formule de récurrence de (un)
5 return u # on renvoie le terme d'indice n

-

Début de la console @ python

>>> # calcul de u_7
>>> terme_un(7)
469.8337296093749

Fin de la console @ python )

/ﬁ Algorithme - Recherche d’un rang (algorithme de seuil)

\ @ Code Python }

1 def seuil_un(S)

2 n=20 # rang tnitial

3 u = 500 # ler terme de la suite

4 while u >= S : # condition de sortie (ict u<S)

5 u=0.95 xu+ 20 # le terme sutvant via la formule de récurrence
6 n=n+1 # le rang sutvant

7 return n,u # on renvoie le rang (et le terme)

-

Début de la console @ python

>>> # plus entier n tel que u_n < 450
>>> seuil_un(450)
(14, 448.767497911565277)

Fin de la console @ python )

Algorithme - Recherche d’'une somme

\ @ Code Python }

1 def somme_termes_un(n)

2 u = 500 # le ler terme wvaut 500

3 s = 500 # la somme ausst

4 for i in range(2,n+1) : # 14 va de 2 a n

5 u=0.95 % u+ 20 # formule de récurrence de (un)

6 s=s+u # on augmente la somme partielle de u
7 return s # on affiche la somme compléte

N

Début de la console @ python

>>> # calcul de u_1 + u_ 2 + ... u_50
>>> somme_termes_un(50)
21846.110049446557

Fin de la console @ python )

Logiciel

Sur g https://python.cpierquet.fr/?from=examples/2m2_algos_suites.py]les scripts précédents peuvent étre testés! Y.
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DOC 27
CHO9 - Suites arithmétiques, géométriques - Exercices (Correction)

° ¥
Exercice 1 A
1. a. Onadirectement le fait que u,,., = u, + r = u, + 6 pour tout entier n.
b. Ainsion a u, = uy+ nr =5+ 6n pour tout entier n.
c. Decefait, u; =uy+7r =5+6 x 7 =47 et uyy = Uy +50r =546 x 50 = 305.
d. Lasuite (u,) est arithmétique de raison r = 6 > 0, elle est donc monotone croissante.

Uy+ U 5+5+6x20 130

o

. Onaug+u;+...4+ Uy =21 x

2. a. Onadirectement le fait que v,,, = v, x ¢ = 1,05v,, pour tout entier n = 1.
b. Ainsiona v, = v, x g"' =1000 x 1,05""! pour tout entier n > 1.
c. Decefait, 1, = v; xg® = 1000x 1,05° =~ 1340,096 et v,y = 1; x ¢'? = 1000x 1,05'° =~ 2526,950 au millieme.
d. (v,) est géométrique de raison g > 1 et de 1°* terme v, = 1000 > 0, elle est donc monotone croissante.
e. Onav, +uh+...+ U3 =y x __qls = 1000 x ;ﬁf ~ 17712,983 au milliéme.
Exercice 2 X

1. a. Lasuite (u,) est arithmétique (« on ajoute toujours —3 ») de raison r = -3 et de 1°* terme u; = 50.
b. Onaainsiu, =u; +(n—1)r =50-3(n—-1)=50-3n+3 =53 —3n pour tout n = 1.

c. Lasuite (u,) est arithmétique de raison r = —3 < 0, elle est donc monotone décroissante.

53
d. Oncherchentelqueun<0©53—3n<0©3n>53©n>?:17,67:11218.

2. a. (v,) est géométrique (« on multiplie toujours par 0,88 ») de raison g = 0,88 et de 1°* terme v, = 100.
b. Ona ainsi v, = y, x ¢" =100 x 0,88" pour tout n = 1.
c. (v,) est géom. de raison g € ]0; 1] et de 1°" terme y, = 100 > 0, elle est donc monotone décroissante.
U ~ 46,44
Uy = 40,87‘

d. En tabulant, { >n="7.

Exercice 3 X

1. a. (u,)étant arithmétique, ona us = u, +3r © 46 =10+3r © 36 =3r & r = 12.
b. On a, de ce fait, ug, = u, +28r = 10+ 28 x 12 = 346.

6,25
2. a. (v,)étantgéométrique,onav; = vsxg*> < 6,25 =4xg* © g* = - 1,5625 = q = +1/1,5625 = +1,25.

b. On a, de ce fait, v;; = v5 x ¢° = 4 x (+1,25)® = 15,26 au centieme.

Exercice 4 X

1. Chaque mois, on augmente la somme de 2 €.

On a, de ce fait, s, = 10+ 2 = 12 (12 € de coOté en Février 2020) et s; = 12+ 2 = 14 (14 € en Mars 2020).
Pour tout entier n =1, s, = s, + 2, donc (s,,) est arithmétique de raison r = 2 et de 1" terme s; = 10.

Onaainsis,=s§;+(n-1)r=10+2(n-1)=10+2n-2=8+2n pour tout n = 1.

& o Fop

La somme mise de cdté en Décembre 2020 est donnée par s;, =8 +2 x 12 = 32 soit 32 €.

$1+ S —12x 10+32

La somme totale mise de coté en 2020 est S =§; +... + §;, = 12 x = 252 s0it 252 €.
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2. Chaque seconde, on augmente le nombre de bactéries de 25 %, donc on multiplie par CM =1 + % =1,25.

. Ona by = 5. Puis b, =5 x 1,25 = 6,25 (au bout de 1 s) et b, = 6,25 x 1,25 = 7,8125 (au bout de 2 s).

. Pour tout entier n, b,,,; = b, x 1,25, donc (b,) est géométrique de raison g = 1,25 et de 1°" terme b, = 5.
. Onaainsi b, = by x q" =5 x 1,25" pour tout n.

. Aubout d'une minute, on calcule by, = 5 x 1,25%° =~ 3262652 soit 3262652 bactéries!

by, = 433,68
by, = 542,10

e T e

e. En tabulant, { = n =21, donc il y aura plus de 500 bactéries au bout de 21 secondes.

Exercice 5 'y
1. a. Onau;=08xu,+18=08x65+18=70etu, =0,8x u; +18=0,8x70+18 =74.
Uy —Uy=70-65=5
) {uz—u1:74—70:4
{ﬂzgzl,w?

b. , la suite (u,,) ne peut donc pas étre arithmétique;

Ug
Uy _ 74

_:1,

u, ~ 70
2. a.Onay=u;—90=65-90=-251, =1, -90=70-90=-20et v, = u, —90=74-90 = —16.
b. Onav,,; =u,,; —90=(0,8u, +18) —90 = 0,8u,, — 72 pour tout entier 7.

, la suite (u,,) ne peut donc pas étre géométrique.

72
c. Bt,v,,,=0,8 (un - ﬁ) =0,8(u, —90) = 0,8, pour tout n.

On en déduit donc que (v,) est géométrique de raison g = 0,8 et de 1°" terme y, = —25.
d. Ona ainsi v, = yy x g" = —25 x 0,8" pour tout n.

3. Sachant que v, = u,, — 90 pour tout n, on a u,, = v, +90 = —25 x 0,8" + 90 pour tout .

4. a. Onaainsi u;y = —25 x 0,8'° + 90 = 87,32 au centieme.
b. En utilisant la formule explicite u,, = —25 x 0,8" + 90 pour tout n :
la « partie » 0,8" est monotone décroissante car 0 < 0,8 < 1

la « partie» —25 x est négative = la suite (u,,) est monotone croissante.

la « partie » + 90 ne change rien

u, = 84,73
c. En tabulant, =>n=8.
ug = 85,81
Exercice 6 ﬁ‘
1. En étant attentif a la concordance des indices :
1+1 2 1 2 . 2+1 3 2 1 . 3+1 4 1 4
Up=—— XU ==X —=—PpUiS Uy = XUy=—X—=—PUSUy = —— XU =—X—=—
2T g T g T g P s T s M X g T g PUS e = e X s T X T Bl
u n+T 1 u 1 u
2. a.Onav,,= il _ u, x :—":—x—":—xvnpourtoutnzl.
n+1 3n n+1T 3n 3 n
1 1
b. La suite (v,) est donc géométrique de raison g = 3 etde1°"terme v, = — = e
1 1

.. Uy L1 n
3. Ainsi, de v, = —, ondéduitque u,, =n x v, =nx|-| pourtoutn=1.
n 3

1\n+1 1\ 1\n+1 1\n+1
4. a.Onau,,,—-u,=((Mn+1) (5) —n(g) :(5) x[n+1—3xn]=(l—2n)(§) pour tout entier n = 1.

1\n+1
b. Ona(1-2n)<0et (5) > 0, donc par produit, u,,,; — u, <0, donc (u,) est monotone décroissante.

U5 ~ 1,04 x 1076

_17| > n=16.
Ug=3,71x10

5. En tabulant, {
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DOC 28

CH10 - Calcul vectoriel, produit scalaire

I. Rappels sur les vecteurs
1.1. Vecteurs et coordonnées
[@ Définition

Un vecteur 7 matérialise un déplacement, en décrivant sa direction, son sens et salongueur, appelée norme
(et notée || 2 ||).
On le représente a I'aide d'une fleche qui peut se placer n'importe ot dans le plan. )

& Propriétés

* Pour additionner deux vecteurs, on les place bout a bout ou on ajoute leurs coordonnées.
Multiplier un vecteur par un nombre k revient a multiplier sa longueur par k (et changer son sens si le
nombre est négatif), et a multiplier ses coordonnées par k.

XB — XA

 Dansunrepere (O; 7,7), siA(xy; ya) et B(xg; ¥i) alorsﬁ(y )
B~ A

) (extrémité - origine).

* Dans un repére orthonormé, ||| = \/ (abscisse de u)* + (ordonnée de u)?.
Relation de Chasles : Pour tous points A, B et C; AC=AB+BC.

1.2. Vecteurs et colinéarité
/© Définition

La colinéarité est aux vecteurs ce que le parallélisme est aux droites. )

[14 Théoréme

!
. x x
Soient U (y) et v (y') deux vecteurs non nuls.

e 1 et U sont colinéaires si et seulement si on peut exprimer I'un en fonction de l'autre, autrement dit si
il existe un réel k tel que u = k7.
* U et U sont colinéaires < xy' —yx' =0

e Par convention, le vecteur nul est colinéaire a tout autre. )

Il. Produit scalaire
111. Définition
[@ Définition

Le produit scalaire est une opération entre deux vecteurs et dont le résultat est un nombre réel.
— —

Soient 7 et U deux vecteurs et A, B et C trois points tels que 7 = ABet v = AC.

Le produit scalaire de 7 et U, noté U - U est le nombre réel défini par :

e U -7 =0sil'un des deux vecteurs est nul
e U-T =ABxAC x cos(BAC) sinon.

_/
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/" Point histoire

M par le physicien prussien Hermann Grassman (1809-1877) et le physicien américain Josiah Gibbs
A (1839-1903). Mais c’est le mathématicien irlandais William Hamilton (1805-1865, présenté en mé-
daillon) qui en donna une premiere définition mathématique en 1853. )

Le produit scalaire est a 'origine une notion physique : le produit linéaire. Cet outil fut élaboré
]

B Exemples

* ABC est un triangle équilatéral de coté 5. Calculer AB-AC
e ABCD est un carré de codté 1. Calculer CA - CD )

(> Remarque

Sil'angle BAC est aigu, le produit scalaire est positif, mais si’angle est obtus, le produit scalaire est négatif (il
suffit de voir le signe du cosinus dans le cercle trigo!). )

1.2. Cas des vecteurs colinéaires
& Propriété

¢ Si deux vecteurs sont colinéaires de méme sens, leur produit scalaire est positif et est égal au produit de
leurs normes.

¢ Si deux vecteurs sont colinéaires de sens contraire, leur produit scalaire est négatif : c’est 'opposé du
produit de leurs normes.

(> Remarque

Pour tout vecteur 1, i - i se note aussi 2. On parle de carré scalaire; et 72 =1 - 1 = | i ||%. y

I.3. Cas des vecteurs orthogonaux
/© Définition

Lorthogonalité est aux vecteurs ce que la perpendicularité est aux droites. Autrement dit :
Deux vecteurs 7 et U sont dit orthogonaux si les droites qui les supportent sont perpendiculaires, ou sil'un
des vecteurs est nul (par convention). Onnote @ L 7. )

& Propriété

Si deux vecteurs sont orthogonaux, alors leur produit scalaire est nul.

[& Démonstration

. . L .
En effet, si'angle entre les deux vecteurs est droit, alors sa mesure est iE’ et donc son cosinus est nul!

lll. Expressions du produit scalaire
lll1. Expression géomeétrique
& Propriété

Comme on I'a vu dans la définition, 71 - 7 = AB x AC x cos(BAC) avec 7 = AB et 7 = AC.
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(> Remarque

priétés du cos.

On peut donc réutiliser le chapitre précédent pour tout ce qui concerne les valeurs remarquables et les pro-

J

lll.2. Projection orthogonale
& Propriété

Soient trois points distincts A, B et C. .
Si H est le projeté orthogonal de C sur la droite (AB), alors AB-AC = AB-AH.

C
n
H

oY

A

B

» Lavantage étant que AB et AH sont colinéaires, donc de produit scalaire facile a calculer.

[&@ Démonstration

— —> — AH
Dans le cas d'un angle aigu, AB:-AC = AB x AC x cos(BAC) = AB x AC x T AB x AH.

lI1.3. Expression analytique

[ﬂ Théoréme

7 et v x alors -0 =xx'+yy'
y y') e

Si le plan est muni d'un repére orthonormal et que les vecteurs % et U y ont pour coordonnées respectives

/

[&@ Démonstration

Soient 7 et U deux vecteurs, d’angle 6, O un point du plan.

A le point défini par(YX> = T
u

Alors OA = OB =1 et le repere (O ; OA , Cﬁ)) est orthonormal.

— —
Sl —[Il'V]]cos(0)
Dans ce repere, u et

0 || 7| sin(6)
xx'+yy' =11l x ||Vl cos(0) + 0 x || V||sin(®) = ||| x || V|| cos(0) = U - V.
On admet que ce résultat ne dépend pas du repere choisi.
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@ Conséquence

X
La norme (ou longueur) du vecteur 1 (y) est ||| =/x2+y2.

En effet, d'une part u - @ = || || et d'autre part 1 - © = x* + y*.

IV. Propriétés du produit scalaire
IV1. Condition d’orthogonalité

(1:} Théoréme

Deux vecteurs % et U sont orthogonaux si et seulement si leur produit scalaire est nul :
— — - — r r
Uulveu-v=0exx +yy =0 )

[ Démonstration

 Sil'un des vecteurs est nul, le produit scalaire est nul et les vecteurs sont orthogonaux par convention.

¢ Sinon, notons A, B et C trois points distincts tels que U=ABetT = K_é
Si %- 7 =0, alors AB x AC x cos(BAC) = 0 et donc cos(BAC) = 0 car les points étant distincts, les distances
ne peuvent pas étre nulles.
Or les seuls angles a avoir un cosinus nul sont ceux dont le point-image sur le cercle trigonométrique est

LT T ) o
sur 'axe des ordonnées, autrement dit 7 et —7 qui sont des angles de 90°.

Ainsi, la réciproque de la propriété vue ci-dessus est vraie: # L ¥ < 1 - U = 0.

IV.2. Symeétrie et bilinéarite

& Propriétés
Soient #, U et w trois vecteurs, et k un nombre réel. Alors :
- -
[ ] . l}
.,
. v

+
£7)

s o= oS

—

[&@ Démonstration

La premiere propriété estimmédiate avec la définition. Les deux autres se prouvent facilement en utilisant la
formule avec les coordonnées.

@ Conséquence

On développe les produits scalaires de la méme facon que les produits de réels, et en particulier, on a les
identités remarquables :

s U+ VP =UIP+2U-T+IIVII%

s (U-DP=UIP-2a-T+IVI?

c @+ )@= = 1EIP - ITI

[&@ Démonstration

@+ =(F+7)-(F+ D)= G- B+ T-T+T -G+ - T = [RIE+28- T+ DI
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IV.3. Normes et produit scalaire
& Propriétés

Grace aux identités remarquables, on peut donner encore une nouvelle facon de calculer un produit sca-
laire...

Soient 7 et U deux vecteurs. Alors :

v=11d+TIP-11EIP-1IT1P);

(MZIP+ 1PN = 11U = TIP).

—
.u.y:

- —
e -V

1
2
1
2

(@ Démonstration
Onavuci-dessus || U + V||*=(Z+D)? = |d]|*+2U- U +||V|*
Il suffit alors d’isoler 7 - U dans cette égalité.

Méme chose avec l'autre identité remarquable pour la deuxiéme expression.

IV.4. Décomposition de vecteurs
= Méthode : Décomposition de vecteurs

On a vu qu’il était facile de calculer le produit scalaire de vecteurs colinéaires ou orthogonaux. Pour calculer
le produit scalaire de deux vecteurs quelconques dont on ne connait pas les coordonnées, on peut décom-
poser un (ou méme les deux) vecteur(s) en somme de vecteurs suivant des directions perpendiculaires. En
développant avec les regles habituelles, les produits scalaires qui interviennent seront soit nuls (vecteurs or-
thogonaux) soit des produits de longueurs (vecteurs colinéaires).

B Exemple

On peut retrouver I'expression analytique du produit scalaire en décomposant les vecteurs sur la base (f,}').
!

« =13 x
En effet, si y) etT)’(y, yalors U=x7+yJetv=x7+y7.

Ainsi, WU =(xT+y)) - (&T+y ) =xx'7T - T+xy'T-T+x'yT-T+yy'T-7T.
— - - —
I et jJ étant orthogonaux, 7 - j =0.
Les deux autres produits scalaires sont des produits scalaires de vecteurs colinéaires, donc il suffit de multi-

. . . . A - —>
plier les longueurs: 7 - 7 = || 7||* = 1 puisque le vecteur est unitaire. Méme chose pour J - J.

Il reste donc bien - U = xx' +yy'. )
(\,6 Exercice

Dans le carré _A)BCD, I est le milieu de [AB] et ] est le milieu de [AD].

Calculer DI - CJ en décomposant les vecteurs. Que peut-on en conclure? )
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DOC 29

CH10 - Calcul vectoriel, produit scalaire - Exercices

& Niveaux de difficulté

% Basique K Modérée k Elevée ﬁ Trés élevée R Extréme ﬁ‘ Insensée

Exercice 1

S

1. DéterminerzﬁS> A_C> avec comme données AB=4; AC=3 et BAC = 60°.

— —>
2. Déterminer AB-AC avec les données suivantes :

A 4 B

. . . . . L4 53
3. Déterminer U - U puis ©? puis v2 avec comme données il etv|_|.
1 5

Exercice 2 X
On se place dans un repére orthonormal (0; 7, 7).

51 -
1. On donne u(z) et v( 3

). Les vecteurs 7 et U sont-ils colinéaires? orthogonaux? Justifier.

2. On considere les points A (1;3), B(—2;7) et C(9;9).

a. Déterminer les coordonnées des vecteurs AB et A_C>
b. Calculer AB-AC.
c. En déduire la nature du triangle ABC.

Exercice 3 K
Les cotés des carrés accolés ABCD et BEFC ont pour longueur 3. I est 'intersection des segments [AF] et [BC].
D C F
3 I
A
A ] B E

1. a. Calculerlalongueur AF puis en déduire une valeur de cos (E/A\F)

b. En déduire une valeur de ﬁ Kf

—

2. En utilisant la formule du produit scalaire avec la projection orthogonale, retrouver le résultat AE-Al
1— 1—>
3. On se place dans le repéere orthonormal (A; gAB, gAD).

a. Déterminer les coordonnées des vecteurs AE et Ki
b. Retrouver la valeur de /ﬁ) . Kf

[SPE.MATHS] @@@@ -108/169 -



[SPE.MATHS] C. Pierquet Lycée Edmé Bouchardon - 2021/2022

Exercice 4

Déterminer les éventuelles valeurs du réel x pour lesquelles les vecteurs U et U sont orthogonaux :

1 |8 e 7| ); 3. 7|2 ee 7| |;
.uxevz, .u8ev_2,
(-3 Slx-1 Sx Slx
2.u(x)etv( 4 ), 4.u(2)etv(8).

Exercice 5 A

Dans cet exercice, on va utiliser pour étudier I'éventuelle orthogonalité de deux vecteurs % et v dont on

connait les coordonnées [= xu), [= yu), [z xv] et [z yv].

@ Code Python \
def produitscalaire(xu,yu,xv,yv) :
TES = ...,
return res

1

2

3

4

5 def orthogonaux(xu,yu,xv,yv):

6 ps = produitscalaire(xu,yu,xv,yv)
7 158 8 cooocoocooo :

8 return True

9

else :

\\}O return False

1. Compléter la ligne L2 de sorte que contienne la valeur @ - 7.

2. Compléter la ligne L7 de sorte que I'appel a la fonction renvoie lorsque @ L 7 et

sinon.

3. Querenvoie:

a. Eproduitscalaire(—l,5,4,3”?
b. [z orthogonaux(2,2.5,12.5,-10)]?
Exercice 6 A
Le triangle isocele ABC est inscrit dans un trapéze rectangle ABDE. Les longueurs sont données en centimetre.
E
21/5
C
D
4
2
A 4 B

1. a. Calculer, al’'aide d'une projection judicieuse,@-ﬁj

b. Déterminer une valeur approchée, au dixieme de degré, de la mesure de I'angle (AB, ED).
c. En déduire une valeur approchée, au dixieme de degré, de la mesure de I'angle AED.

2. a. CalculerE——A)-ﬁf.

b. Gracealaformule -V =1 (I14|” +11VI> - 1|4 — V|*), déterminer une valeur approchée, au dixieme
de centimetre, de la longueur AC.
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DOC 30

CH10 - Calcul vectoriel, produit scalaire - Exercices (Correction)

° ¥
Exercice 1 A
1. D’apres la « formule géométrique » du produit scalaire :
AB-AC =4 x AC x cos (BAC) = 4 x 3 x cos (60°) = 12 x 0,5 = 6.
2. D’apres la « formule projection » du produit scalaire :
AB-AC = +ABxAH=ABxAB=4x4 = 16.
3. On a, par propriétés « analytiques » du produit scalaire :
e U-U=4x3+(-1)x5=12-5=7;
s UW=4"+(-1)*=16+1=17;
e V*=3+5"=9+25=34.
Exercice 2 X
1. e en utilisant le déterminant : xy' — yx’ = 1x3-2x (-6) =3+12 = 15 # 0, donc % et ¥ ne sont pas

colinéaires;
* en utilisant le produit scalaire : xx' + yy' = 1x (-6) +2x 3 = —6+6 = 0 donc # et U sont orthogonaux.

2 o onaid[ 2] (F)arefs1) -}

b. Par coordonnées, /ﬁA—é =-3x8+4x6=-24+24=0.

c. On peut en déduire que AB et AC sont orthogonaux, et donc que ABC est rectangle en A.

Exercice 3 X

1. a. D’apresle théoreme de Pythagore dans le triangle rectangle AEF en E :
AF? = AE? + EF? = 6% +32 = 36 +9 = 45 = AF = /45 = 31/5.
De plus, dans le triangle rectangle AEF en E :

AT - AE 6 _%’

cos (EAF

AF \/5_5

b. Ainsi, AE-Al = AE x Al x cos (EAF - 18.

3\/_ 25
5

~——

— —

2. Par « projection orthogonale», AE-Al = +AE x AH=AExAB=6x3=18.

3. a. Danslerepere proposé, E(g) etAI( )

b. AinsiAE-Al=6x3+0x1,5=18.

Exercice 4 X

6
X

— — _3 .
1. u )etv(2)sontorthogonaUX3316><(—3)+x><2:0©—18+2x=0©x=9;

— _3 — _l .
2. u x)etv(x4 )sontorthogonauxsm—3(x—1)+xx4:0:0©—3x+3+4x:0©x:—3;

(3] .
3. u ) et v (_x ) sont orthogonaux ssi 3x — 16 = 0 < x = 16/3;
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4. U ()26) etv (g) sont orthogonaux ssi x x x +2 x 8 =0 < x* + 16 = 0 qui est impossible.

Exercice 5

1. a. On«déplace» ED en le faisant partir de A, et en « projetant » D, on tombe sur B.

AinsiAB-ED = +AB x AB =4 x 4 = 16.
b. En utilisant la « formule géométrique » :

AB-ED = AB x ED x cos (AB,ED) = 16 = 4 x 2y/5 x cos (AB, ED) = cos (AB, ED) = —\/_
8v/5
La calculatrice nous donne (AB, ED) = 26,6°.

c. Ainsi une valeur approchée, au dixieme de degré, de la mesure de I'angle AED est de 90 — 26,6 soit 63,4°.
2. a. Enutilisantla « formule géométrique » :
EA-EC = EA x EC x cos (AEC) = 4 x /5 x cos (63,4°) = 4.
U -T=EA-EC=4
B o — ., — |llulP=EA*=16
b. Onutilise laformuleavec u =EAet v =EC:{ _, , )
vl =EC" =5
1% - 711 = ||EK - EC||? = ||EA + CE||? = ||CA|[? = CA?
Etdonc4 =1 (16+5-AC?) =21 -AC?=8=AC?=13=>AC= /13 ~3,6 cm.

Exercice 6 X

1. Laligne L2 peut contenir [z res = xu*xv + yuxyv].

2. Laligne L7 peut contenir [z if ps == 0 :J.

\ @ Code Pythmh

def produitscalaire(xu,yu,xv,yv) :
res = XU¥XV + yuxyv
return res

def orthogonaux(xu,yu,xv,yv):
ps = produitscalaire(xu,yu,xv,yv)
if ps ==
return True
else :
\\}O return False

© 00 N O O WN

3. a. [z produitscalaire(-1,5,4,3))renvoie car: (1) x4+5%x3=—-4+15=11.
b. [z orthogonaux(2,2.5,12.5,-10)] renvoie car:2x12,5+2,5x (10) =25-25=0.

Début de la console @ python

>>> produitscalaire(-1,5,4,3)
11

>>> orthogonaux(2,2.5,12.5,-10)
True

Fin de la console @ python

[SPE.MATHS] @@@@ -111/169 -



[SPE.MATHS] C. Pierquet Lycée Edmé Bouchardon - 2021/2022

DOC 31

CH11 - Applications de la dérivation

I. Lien entre dérivée et tangente
1. Rappels
4 Rappels

Le nombre dérivé f'(a) d'une fonction f en a est le coefficient directeur de la tangente a la courbe représen-
tative de f au point d’abscisse a.
Une fonction affine est croissante si et seulement si son coefficient directeur est positif.

La tangente en A a une courbe est la droite qui s'approche le mieux de la courbe au voisinage de A.

1.2. Théoreme fondamental
[14 Théoréme

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I. Alors :
* la fonction f est croissante sur I < sa dérivée f’ est positive sur I;
e la fonction f est décroissante sur I < sa dérivée f’ est négative sur I;
* lafonction f est constante sur I < sa dérivée f’ est nulle sur I tout entier. )

(> Remarque

Ce théoréme s’énonce aussi au sens strict (strictement croissante avec strictement positive, ...)

[& Démonstration

On avu que le nombre dérivé en a est le coeflicient directeur de la tangente au voisinage du point d’abscisse
a. Comme cette tangente est la droite qui s'approche le mieux de la courbe, la courbe et la tangente on le
méme sens de variation au voisinage de a. Et comme le signe du coefficient directeur d’'une droite donne les
variations de celle-ci, le signe de f'(a) donne le sens de variation de f au voisinage de a.

/1 Illustration

On peut donc constater que :
* les « tangentes bleues montent » et que la courbe « suit la méme direction »;
¢ les « tangentes vertes descendent » et que la courbe « suit la méme direction »;
* la «tangente grise est horizontale » et que la courbe « change de direction ».
La tangente et la courbe vont donc dans la « méme direction »!
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1.3. Une méthode trés importante
Y= Méthode
Pour étudier les variations d'une fonction :
* on calcule sa fonction dérivée f’ en utilisant la formule adéquate;
* on étudie le signe de cette dérivée (en général en faisant un tableau de signes);
* on conclut grace au théoreme ci-dessus;

* on calcule les extremums de la fonction (ce qui est au « bout des fleches »), en calculant les images des
nombres qui sont dans la premiére ligne, quand on peut.

(> Remarques

Cette méthode fait donc appels a plusieurs chapitres et notions étudiées précédemment :
* dérivation globale pour calculer la dérivée d'une fonction;
e équations, inéquations, et tableaux de signes pour le signe de la dérivée;
e calculatrice pour les images et la courbe. Y,

" Exemple

Déterminer les variations de la fonction f définie sur R par f(x) = 2x® + 3x? — 12x +5.
 Lafonction f est sous la forme d’'une somme, donc on la dérive terme a terme :
fl(x)=2x3x*+3x2x — 12 =6x>+6x —12.
* La dérivée est un polyndme du second degré, donc on sait étudier son signe; on calcule A, les racines,
et onregarde le signede a =6:

X —00 -2 1 +00

f(x) = 6x% +6x — 12 + 0 - 0 +

* On en déduit que la fonction f est croissante sur |—oco; —2] et sur [1; +oo[ et décroissante sinon.
e Il reste a calculer les extremums de la fonction : f(-2) = 2 x (=2)3 +3 x (=2)? — 12 x (=2) +5 = 25 et
fy=-2.

On obtient alors le tableau suivant :

X —00 —2 1 +00
f'(x) = 6x% +6x — 12 + 0 - 0 +
25
-2
Attention a ne pas se tromper d'expression quand on remplace : cest une ligne qui concerne f donc on remplace
dans f (x) et pas dans f'. )
(\,6 Exercice
Dresser le tableau de variations de la fonction f définie sur R par f (x) = — = en utilisant la méthode décrite
X
précédemment.
Vérifier en tragant la courbe de cette fonction sur la calculatrice. )
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Il. Optimisation
111. Définition
/& Définitions

Une fonction f admet un minimum sur un intervalle I si 'une de ses images est plus petite que toutes les
autres :

f admet un minimum sur [ < il existe x,, € I tel que f(x) = f(x,) pour tout x € L.

Il'y a une définition équivalente pour un maximum.

On appelle extremum une valeur extréme, c’est-a-dire un minimum ou un maximum. )

I.2. Propriéeté
& Propriété

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
Si f admet un extremum en x,, alors f’ s'annule pour x = x,.

[A Attention

La réciproque est fausse : ce n'est pas parce que la dérivée s'annule que la fonction admet un extremum !

Par exemple voyons ce qui se passe avec la fonction cube f(x) = x* qui a pour dérivée f(x) = 3x2.

A
X —00 0 +00

f(x) + 0 +

~

—2 L
En 0, la dérivée s’annule mais la fonction ne change pas de variation car la dérivée ne change pas de signe.
Cela signifie que la courbe va présenter un « plat» au niveau de 0 mais restera toujours strictement croissante! )

¥= Méthode

Les problémes dits d’optimisation sont les probléemes qui consistent a chercher le minimum ou le maxi-
mum d’une fonction. Ce sont des préoccupations quotidiennes! (limiter les cofits, les besoins en matériaux,
maximiser les bénéfices, les rendements, ...)

Deés qu’'on cherche a optimiser (minimiser ou maximiser) une fonction, il faut en fait chercher les variations
de cette fonction, avec la méthode donnée plus haut.

/I Point histoire

La construction de la notion de dérivation (et ses applications) n’a pas été un long fleuve tranquille.
L'Europe de la fin du XXII° siécle a été le théatre d'un affrontement scientifique entre deux écoles de
pensée, d'un coté le monde anglais véhicule les « fluxions » de Newton tandis que le reste de I'Europe
porte la pensée de Leibniz.

Voici comment, dans son ouvrage (1687), Newton exprime sa vision des dérivées :

« Les rapports ultimes dans lesquels les quantités disparaissent ne sont pas réellement des rapports de quan-
tités ultimes, mais les limites vers lesquelles les rapports de quantités, décroissant sans limite, s'approchent
toujours, et vers lesquelles ils peuvent s'approcher aussi prés qu’'on veut. »

Tiré du BARBAZO de 1°™¢, 2019 j
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DOC 32
CH11 - Applications de la dérivation - Exercices

& Niveaux de difficulté

% Basique K Modérée K Elevée }‘ Trés élevée R Extréme _ﬁ” Insensée
Exercice 1 x
Soit g une fonction définie et dérivable sur I'intervalle I = [0; +ool[. Le tableau suivant donne le signe de g'(x) sur 1.

X 0 3 6 +00
g'(x) - 0 + 0 -

1. Sachant que g(3) = —1 et g(6) = 2, dresser le tableau de variations de g.

2. Tracer une courbe susceptible de représenter la fonction g.

Exercice 2 X

La courbe € ci-dessous représente une fonction k définie et dérivable sur [-8;6].

1. Quel est le maximum local de k sur [-8;—4]?
2. Quel est le minimum local de k sur [-8;0] ?
3. Quel est le maximum de k sur [-8;6]?

4. Quel est le minimum de k au voisinage de 32

Exercice 3 X

Soit f la fonction définie et dérivable sur R par f(x) = —x* + x* + x + 2.
1. Déterminer f'(x).

2. Etudier le signe de f’(x) sur R puis en déduire le tableau de variations de f sur R.

Exercice 4 X
2
-x“+8x—-13
On considere la fonction h définie par h(x) = ——.
X2 —4x+5
—4x*+16x - 12
1. Justifier que h est définie sur R, puis vérifier que, pour tout réel x, on a h'(x) = (2 ax+57
X2 —4x+

2. Etudier le signe de 1’ (x) puis dresser le tableau de variations de h sur R.

[SPE.MATHS] @@@@ - 115/169 -




[SPE.MATHS] C. Pierquet Lycée Edmé Bouchardon - 2021/2022

Exercice 5 A

On considere la fonction f définie (et dérivable) sur I = [1;6] par f(x) =2x —10+ g
1. Déterminer f’(x).
2. Etudier le signe de f (x) puis dresser le tableau de variations complet de f sur I.
3. Endéduire I'existence d'un minimum pour f sur I. Préciser sa valeur et la valeur de x pour lequel il est atteint.
4. On donne f(4) = 0. Déterminer le tableau de signes de f (x) surI.
5. Déterminer, en justifiant, le nombre de solutions de f(x) = —1.

e

Exercice 6 X

On donne ci-dessous le courbe représentative d’'une fonction f, définie et dérivable sur R, dans un repére ortho-

' 7
/)

2/ -1 1 2 \\
h |

1 - |

AN y \
h) 4

w

[\&]
~

A~
A~
—
~
/
-

P

1. Déterminer le tableau de variations de f puis en déduire le tableau de signes de f’(x).

2. Lune des trois courbes ci-dessous représente graphiquement la fonction f'. Laquelle?

AN \ AN

: ez\ ’ e T

O ! \ \
U r
-2 -1 1 2 3 1

1o - ]/ \
. / Q2 - 1 y 3

[m_

]

e
P
D

P
D

|
p
\

w
I
N
—

Exercice 7

Soit f la fonction définie et (deux fois) dérivable sur R par f’(x) = 3x* — 4x3 + 6x? — 12x + 12.

1. Calculer f'(x) puis f"(x) (dérivée de f").

2. a. Etudier le signe de f” (x).

b. En déduire le tableau de variation de f’ sur R.

3. a. Calculer f'(1) puis en déduire le signe de f'(x) sur R.

b. Dresser finalement le tableau de variations de f sur R.
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DOC 33
CH11 - Applications de la dérivation - Exercices (Correction)

>

Exercice 1

1. On utilise le théoréme fondamental pour passer du tds de g’'(x) au tdvde g :

X 0 3 6 +00

g'(x) - 0 + 0 -

g(0) 2

2. On peut proposer la courbe C, suivante (on a choisi g(0) = 4)

AN

—t —t—t—>
3 10 11
24
-34 Gg
—4 +
_5 -4
Exercice 2 X
1. Le maximum local de k sur [-8;—4] est 1, atteint en x = —5.
2. Le minimum local de k sur [—8;0] est —1, atteint en x = —4.
3. Le maximum de k sur [-8;6] est 7, atteint en x = 6.
4. Le minimum de k au voisinage de 3 est 0, atteint en x = 3.
Exercice 3 X
1. La fonction f est dérivable sur R (polynéme), et f'(x) = —=3x? +2x + 1.
2. f'(x) est un trindéme :
* A =16etlesdeuxracines sontx; =1etx, = —%;
* a=-3donclesigneeste®o.
* > _% 1 +oo B [EXEl:Montrer coordonnées

L,

Y1=-x"(3)Fa2+x+2 [V
[ - 0 + 0 - \, \
\ 3

Avec f(1) =3 etf(—%) =2.

1
0.5

25 -2 -15 -1 o[ 05 15 25
-1
-1.5
K=1 =3

X
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Exercice 4 X

1. Le dénominateur de /(x) ne s'annule pas sur R : c’est un trindme avec A = -4 <0, donc D, = R.
De plus, comme fraction rationnelle définie sur R, i est dérivable sur R et, par quotient :
(—2x +8) x (x* —4x +5) — (2x —4) x (—-x* +8x +13)

h'(x) =

(x2 —4x +5)?
—2x3 +8x2—10x +8x%—32x +40 — (=2x3 + 16x% +26x +4x> —32x —52) —4x*>+16x—12 R
= = Sur Ix.
(x2 —4x +5)? (x2—4x +5)?

2. On étudie le signe de h'(x), qui s'exprime comme un quotient :

e —4x?+16x — 12 est un trindme : A = 64 et les deux racines sont x; = 1 et x, =3 avec a = -4 < 0;
e (x? —4x +5)? est le carré d'un trindme ne s'annulant jamais, il est donc toujours strictement positif.

X —00 1 3 +00

2 _ - 0 + 0 -
4x +16x 12 [El [EXE]:Montrer coordonnées
Y1=(-x2+8x%¥13)1(x2-4x+5)

2

(x* —4x +5)? + + + i T

-1 0 1 2, 3
h' (x) - 0 + 0 - \\/
K=3 X

Avec h(1) = -3 et h(3) = 1.

Exercice 5 X
1. La fonction f est dérivable sur [1;6] (somme de fonctions dérivables).
, -1 2x*-8 )
Etonaf(x):2—0+8xF= P pour tout réel x € [1;6].

2. On étudie le signe de f'(x), qui s'exprime comme un quotient :

e 2x%? —8estun trinéme : A = 64 et les deux racines sont x; =2 et x, = -2 aveca = 2 > 0;
« x? est toujours strictement positif sur [1;6].

X 1 2 4 6
2 _ - +
2x 8 0 B [EXEl:Montrer coordonnées
=(2x=-10+{8ux))(1=x)+ix(x>6 Or x<1)
! | X
f'(x) - 0 + L v T3
koo 22 y=lo

0 10

f \ /(‘)/3
2

Avecf(1) =0; f(2) = -2 et f(6) = ¥.

3. On peut en déduire que f admet un minimum sur I, qui vaut —2 et qui est atteint en x = 2.

4. Les différentes données du tdv de f permettent de déduire le tds de f(x) (on «descend les0» ...):
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X 1

fx) 0

5. On arrive a « placer » —1 sur les 2 fleches du tdv de f, c’est donc que I'équation f(x) = 1 admet 2 solutions.

Exercice 6

X 1

%
1. On lit graphiquement le tdv de f pour en déduire le tds de f’(x) (grace au thm fondamental) :
X —00 -1 0 2 +00
[ + 0 - 0 + 0 -
2. Parmi les 3 courbes proposées, la seule compatible (au niveau du signe ® © o) est ;.

Exercice 7

1. f estdérivable sur R (polyndome) et f'(x) = 3 x 4x® —4 x3x% +6 x 2x — 12 = 12x> — 12x% + 12x — 12 pour tout x.
f' est dérivable sur R (polynome) et f”(x) = 12 x 3x* — 12 x 2x + 12 = 36x* — 24x + 12 pour tout x.

2. a. f"(x) estun trinéme : A = —1152, pas de racine réelle, et a = 36 > 0.

b. On en déduit (thm fondamental) de tdv de f”:

X -0 +00
f”(X) +

X -0 1 +00
f”(x) N

f /0/

3. a. Onaf'(1) = 0 ce qui permet de déduire le signe de f'(x) sur R («on descend les 0» ...):

X

—00 1

+00

f'(x)

- 0

+

b. On peut finalement dresser finalement le tableau de variations de f sur R (thm fondamental) :

[El

[EXE]:Montrer coordonnées

X —00 1 +00
f'x) - 0 +
5

l;l=3x‘(4)—4x (3)F6x2-12)x+12
25|
0

a

(1.5)

1 2 E 3
¥=5
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DOC 34 . - .
CH12 - Variables aleatoires

/O Cadre

Dans toute la lecon qui suit, on considere une expérience aléatoire dont I'univers Q est un ensemble fini. )

I. Variable aleatoire
11. Définition

/' © Définition

Une variable aléatoire réelle X est une fonction définie sur Q a valeurs dans R.
C’est-a-dire qu’'a chaque issue de I'expérience aléatoire, on va associer un nombre réel. )

[\,tS Exemple

On tire une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes :
* sila carte tirée est le 7 de cceur, on marque 18 points;
* sic’est un as, on marque 5 points;
* si c’est une téte (roi, dame ou valet), on marque 2 points;
* on ne marque pas de point sinon.
Lunivers Q de cette expérience aléatoire est 'ensemble de toutes les cartes du jeu qu’il est possible de tirer :
Q= {(a8); r8); ... ; (72); (a0); (Re); .. 5 (79)5 (a); (RY); ... 5 (79); (a8); (Ra); ... ; (7))
Si on appelle X la variable aléatoire égale au nombre de points marqués, X va associer a chaque carte un
nombre de points: X((a¢)) =5 X((7v)) =18 X((s4))=0
L'univers image de X est 'ensemble des valeurs prises par X, on le note X(£2).
Ici, il s’agit des scores possibles : X(Q) = {18; 5; 2; 0}.
L'événement {X = 5} est 'ensemble des issues de I'expérience aléatoire qui ont pour image 5.

Ici, ce sont toutes les cartes qui permettent de remporter 5 points : {X = 5} = { ; (a#); (av); }

4
La probabilité que X soit égale a 5, notée p(X = 5), est donc la probabilité d'obtenirunas: pX=5) = — =

32
0,125. )
(% Exercice
Dans I'exemple ci-dessus :
1. Décrire {X = 18} puis déterminer sa probabilité.
2. Calculer pX =2) et pX =0).
3. Décrire {X < 4} puis déterminer sa probabilité. )

(> Remarque

Lavantage d’'une variable aléatoire est que I'on peut rendre « numérique » une expérience de probabilités qui
ne l'est au départ pas du tout! Et du coup des « calculs » vont pouvoir étre effectués!

)

B Notation

Une variable aléatoire se note toujours avec une lettre majuscule. On réserve souvent celles du début de 'al-
phabet aux événements, et celles de la fin aux variables aléatoires.
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1.2. Loi de probabilité
/& Définition
On appelle loi de probabilité d'une variable aléatoire X la donnée d’'un tableau dans lequel figurent :
* en premiere ligne, la liste des valeurs possibles x; pour X;

* en deuxiéme ligne, les probabilités p (X = x;) correspondantes.
On la présente en général sous la forme :

X; X | Xy | o | X,
pPX=x) | pr | P2 | - | Pn
y
[\,6 Exemple
La loi de probabilité de la variable X de I'exemple précédent est donc :
Nombre de points | 18 5 2 0
1 1 1
Probabilité — = 3 L
32 8 8 32

& Propriété

Dans une loi de probabilité, la somme des probabilités (c’est-a-dire pour la seconde ligne du tableau) doit
toujours étre égale a 1.

(& Démonstration
En effet, le tableau doit lister 100% des cas!

B Exemple

- 1 3 15
On peut en effet vérifierque — + -+ -+ — =1.
32 8 8 32 Yy,

Il. Parameétres d’une variable aleatoire
I11. Espérance mathématique
/@ Définition

Soit X une variable aléatoire définie sur Q) et qui prend les n valeurs x;, X,, ..., x,, de probabilités respectives
P1» P2» --+» P, Cest-a-dire dont la loi de probabilité est :

X; X1 | Xp | e | X,

pX=x)| pr | P2 | - | Pn

On appelle espérance mathématique de la variable aléatoire X, et on note E (X) le nombre réel défini par :

EX) =X X Py +Xo X Po+-"+X, X Dpe )

[SPE.MATHS] @@@@ -121/169 -



[SPE.MATHS] C. Pierquet Lycée Edmé Bouchardon - 2021/2022

(> Remarques

¢ SiX a une unité (€, centimetre, ...) alors E (X) ala méme unité.
* Il existe une notation qui permet d’éviter d’écrire cette formule avec des pointillés. On écrit aussi

n
EX) =) x;p;

i=1

(Z se lit « sigma ») et qui signifie « somme pour i variant de 1 jusqu’a n des termes de la forme x;p; ». )
/% Exemple
, . 1 1 3 15 31 ,
Dans l'exemple précédent,onaE(X) =18 x — +5x —+2x —+0x — = — = 1,9 points.

32 8 8 32 16 )

& Propriété

L'espérance est la moyenne que I'on peut « espérer » si 'on répete I'expérience un grand nombre de fois.

[&@ Démonstration

En effet, le calcul de I'espérance en probabilités correspond a celui de la moyenne pondérée en statistiques :
Pr XX+ P XXyt o+ Py XXy,  PrXXyt+Py XXyt p, XXy,
Prtpt-+pPy 1

SEP1 XXyt Py XXyttt Py XXy,

/& Définition
Lors d’'un jeu d’argent, on appelle gain algébrique la différence entre la somme gagnée a la fin du jeu et la
somme misée au début pour avoir le droit de jouer. Ce gain algébrique peut donc étre négatif. )

[\,6 Exemple

Dans le cas de notre jeu, si on décide de faire miser 2 €, avant de laisser le passant tirer la carte, et qu’il gagne
des euros au lieu de gagner des points : 18 €, pour le sept de cceur, 5€, pour un as et 2 €, pour une téte, rien
sinon. On appelle alors Y la variable aléatoire égale au gain algébrique du joueur :

* s'il tire le 7 de cceur, il a misé 2 €, et en récupere 18, donc au final il a 16 €; cela avec une probabilité de
=

e g’iltireun as, alorsY=5-2=3;

* sic’est une téte, il récupere juste sa mise, donc il n'aura ni perdu ni gagné d’argent: Y = 0;

e g’il tire une autre carte, il aura définitivement perdu ses 2 €, donc Y = —2.

L'univers image de Y est Y(Q) = {16; 3; 0; —2} et sa loi de probabilité :

Gain algébrique | 16 3 0 =2
1 1 3 15

Probabilité — = = —
32 8 8 32

& Propriété

Si une variable aléatoire X correspond au gain algébrique dans un jeu d’argent, on dit que le jeu est équitable
lorsque X a une espérance nulle.
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/§5 Exercice

Calculer I'espérance E (Y) de la variable aléatoire Y de I'exemple précédent.
Le jeu est-il équitable? Si non, a qui profite-t-il? )

(> Remarque

La plupart du temps, les jeux d’argent permettent a leurs organisateurs de faire du profit. Dans ce cas, I'espé-
rance du gain algébrique sera négative puisque, en moyenne, les joueurs perdront de I'argent. )

I1.2. Variance et écart-type
/& Définitions

On considere toujours une variable aléatoire X de loi de probabilité :

X; X | x| o | X,

pX=x)) | p 123 Pn

On appelle variance de la variable aléatoire X, et on note V (X), le nombre réel positif :
VX) =EX?)-EX)2=x2x py +x2 x p, + -+ + x5 x p,, —EX)2.
On appelle écart-type de X, et on note ¢ (X), la racine carrée de sa variance : 0(X) = v/'V (X). )

B Exemple

Reprenons la loi de probabilité de la variable aléatoire X définie plus haut, dont on a déja calculé I'espérance

. 31
quiestEX) = —:

16
Nombre de points | 18 5 2 0
1 1 15
Probabilité = = = —
32 8 8 32

, 1, 1 ., 3 ., 15 (31)2 2815
VX)=18"x —+5°x —+2°x —+0"x — —[—| =
32 8 8 16 256

3 =lletoX) =vVX) = V11 = 3,3 points

(> Remarques

¢ avec la notation ~ comme ci-dessus, on a:
n
VX) =) x?p;, —EX)?
i=1
¢ on a aussi la formule suivante, qui est équivalente :

VX) =3 p;(x; - EX))?
i=1

* SiX aune unité (€, centimetre, ...) alors ¢(X) a la méme unité, mais pas la variance. Y,

& Propriété

L'écart-type est une caractéristique de dispersion « espérée» pour laloi de probabilité de la variable aléatoire.
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/§5 Exercice

Calculer la variance et I’écart-type de la variable aléatoire Y égale au gain algébrique. Que remarque-t-on? )

(> Remarque

En raison de la mise au carré des écarts, I'unité de la variance est le carré de celle du caractere , d’'ou 'impos-
sibilité d’additionner la moyenne et la variance. On a donc défini | écart type qui, lui, le peut! )

Ill. Simulation, modélisation
1. Simulation
/@ Python

En[g§ @ python], on peut simuler une expérience aléatoire, pour déterminer — par simulation — une loi de proba-
bilités possible pour une variable aléatoire.

\ ® Code Python \

# somme de deuxr dés (résultats possibles := 2...12)

from random import randint

def simul(n) :
tirage = [randint(1,6)+randint(1,6) for i in range(n)]
result = [round(tirage.count(i)/n,3) for i in range(2,12)]
return result

D U W N

\§

Début de la console @ python

>>> simul (1000)
[0.027, 0.057, 0.078, 0.125, 0.151, 0.166, 0.147, 0.09, 0.081, 0.054]
>>> simul (10000)
[0.026, 0.054, 0.086, 0.109, 0.141, 0.163, 0.138, 0.115, 0.082, 0.057]

Fin de la console @ python j

lll.2. Modelisation
Y= Méthode
Modeéliser une expérience aléatoire, c’est lui associer un univers et une loi de probabilité.
Deux approches sont possibles pour « choisir » ce modele :

* avec un raisonnement a priori sappuyant sur les hypothéses de '’énoncé : par exemple en listant 'en-
semble des issues possibles avec un arbre ou une autre représentation puis en déterminant la valeur
associée a chaque issue.

* avec une estimation a posteriori s’'appuyant sur des fréquences observées par statistique ou simulation.
La fréquence d’'une issue tend vers sa probabilité quand le nombre d’expériences augmente. Ce résultat

s’appelle la Loi des grands nombres, et fut énoncé pour la premiére fois par le mathématicien Jacques
Bernoulli en 1713 (8 ans apres sa mort).

/T Point histoire

Jacob Bernoulli (1654/1705, ) est1’ainé de la famille des Bernoulli, famille de mathématiciens suisses
d’origine belge. Ses parents, qui sont de riches commercants, souhaitent qu'il étudie la théologie et

la philosophie, ce qu'il fait d’ailleurs puisqu’il obtint un dipléme dans ces deux disciplines, mais ses
intéréts se portent rapidement vers I'astronomie et les mathématiques.

Il aimait particulierement la spirale logarithmique, et ses propriétés d’invariance. Il demanda a ce
que l'on en grave une sur sa tombe, accompagnée des mots « Eadem mutata resurgo », qui signifient
«Elle renait changée en elle-méme ». Hélas, le graveur, mauvais mathématicien, dessina une spirale
d’Archimede! Y.
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[ DOC 35

CH12 - Variables aleatoires - Exercices

Z Niveaux de difficulté

% Basique K Modérée k Elevée ﬁ Trés élevée R Extréme ﬁ' Insensée
° ¥
Exercice 1 A

On tire au hasard une carte dans un jeu de 32. Dans chaque cas déterminer la loi de probabilité de la variable
aléatoire X qui donne le nombre de points :

1. On gagne 10 points si on tire une figure, 3 points si on tire un 10, et 1 point si on tire une autre carte.

2. On gagne 50 points si on tire I'as de trefle, 25 points pour un autre as, 13 points si on tire le roi ou la dame de
pique, 9 points pour les autres figures et on perd 37 points si on tire une autre carte.

(&)

Exercice 2

Calculer I'espérance [ (X), la variance V (X) et I'écart-type o(X) de la variable aléatoire X. Si besoin arrondir a 1072.

. X; 5] 0| 7 ) X; 4] 3] 2175
" PX=x;)] 03|04 03 " |PX=x;)02]03]| 04|01
Exercice 3 X

Une urne contient les jetons, indiscernables au toucher, représentés ci-dessous.

1. Soit X la variable aléatoire qui associe, au tirage d'un jeton dans 'urne, la valeur du nombre inscrit dessus.
Déterminer la loi de probabilité de X.
2. On suppose maintenant que les jetons verts comptent double, les jetons rouges comptent pour moitié et les

jetons bleus sont sans effet. Soit Y la variable aléatoire qui associe, au tirage d’'un jeton dans I'urne, la valeur
du nombre inscrit sur celui-ci en tenant compte des modifications.

Déterminer la loi de probabilité de Y.

Exercice 4 X

On lance simultanément deux dés cubiques équilibrés dont les faces sont numérotées de 1 a 6.
Soit S la variable aléatoire qui associe a chaque lancer la somme des deux dés.

1. Modéliser la situation a I'aide d’'un tableau a double entrée.

ORNSARE
- )
L]

2. Déterminer laloi de probabilité de S.

3. Calculer E (S). Interpréter le résultat.
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Exercice 5 X

Dans un club d’aviron, les adhérents peuvent choisir une formule d’entrainements uniquement le weekend, ou
bien une formule d’entrainements le weekend et la semaine. De plus, ils peuvent adhérer au club uniquement pour
accéder a toutes les installations intérieures (rameurs, salle de musculation, etc) sans profiter des entrainements
sur I'eau. Enfin, ils ont la possibilité de s'inscrire a des séances de fitness complémentaires.

La répartition des différents adhérents est donnée dans le tableau ci-dessous :

Weeken
uni:flefn:n ¢ ezfjrl:l(;?ge En salle Total
Fitness 20 70
Pas fitness 190 350
Total 150 450

1. Compléter le tableau a double entrée.

2. Le prix a 'année pour la formule weekend uniquement est de 450 €, 505 € pour la formule weekend et se-
maine, et 400 € pour la formule en salle. De plus, I'inscription aux séances de fitness cofite 30 € par an.

On note X le montant des frais d’'inscription payés par un adhérent choisi au hasard dans ce club d’aviron.

a. Déterminer les valeurs prises par X.
b. Donner la loi de probabilité de X.

3. Calculer E (X) et interpréter le résultat.

Exercice 6 X

Un restaurant propose a sa carte deux types de dessert :
e un assortiment de macarons, choisi par 50 % des clients;

e une part de tarte tatin, choisie par 30 % des clients;

* 20 % des clients ne prennent pas de dessert et aucun client ne prend plusieurs desserts.
Le restaurateur constate :

e que parmi les clients ayant pris un assortiment de macarons, 80 % prennent un café;

* que parmi les clients ayant pris une part de tarte tatin, 60 % prennent un café;

* que parmi les clients n'ayant pas pris de dessert, 90 % prennent un café.
On interroge au hasard un client de ce restaurant. On note :

e MTl'événement : « Le client prend un assortiment de macarons »;

e Tl'évenement : « Le client prend une part de tarte tatin »;

e Pl'événement : « Le client ne prend pas de dessert »;

e Clévenement : « Le client prend un café » et C I'événement contraire de C.

1. Représenter la situation par un arbre de probabilités.

2. a. Exprimer par une phrase ce que représente I'événement M n C puis calculer p(M N C).
b. Montrer que p(C) =0,76.

3. Quelle est la probabilité que le client prenne un assortiment de macarons sachant qu’il prend un café?

4. Un assortiment de macarons est vendu 6 €, une part de tarte tatin est vendue 7 €, et un café est vendu 2 €.

Chaque client prend un seul plat au prix unique de 18 €, ne prend pas plus d'un dessert ni plus d'un café.

a. Quelles sont les six valeurs possibles pour la somme totale dépensée par un client?
b. Compléter le tableau suivant donnant la loi de probabilité de la somme totale dépensée par un client :

Sommes s; 18 20 24
Probas p; 0,02 0,18

c. Calculer I'espérance mathématique de cette variable aléatoire et interpréter ce résultat.

GlOIES[O)
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DOC 36

CH12 - Variables aléeatoires - Exercices (Correction)

Exercice 1

>

1. Laloi de probabilité de X est :

X; 0 3 10
Di 16/32 4/32 12/33

En effet, il y a 12 figures (X = 10), 4 cartes dix (X = 3) donc 16 cartes restantes (X = 0).

2. Laloi de probabilité de Y est :

x; | =37 9 13 | 25 | 50
p; | 18/32| 10/32| 2/32 | 3/32 | /32

En effet, il y 1 as de trefle (X = 50), 3 autres as (X = 25), le roi et la dame de pique (X = 13), 10 autres figures
(X =9) et 16 autres cartes (X = —37).

Exercice 2 X

1. Ona:

e EX)=-5x0,3+0x0,4+7x0,3=0,6;

e V(X)=(-5)?2x0,3+02%x0,4+72%x0,3-0,6%=21,84 et donc o(X) = /21,84 ~ 4,67.
2. Ona:

e EX)=-4x0,2+(-3)x0,3+2%x0,4+5x0,1=-0,4;
e V(X) = (-4)2x0,2+(=3)2x0,3+2%2x0,4+5%x0,1 —(—0,4)% = 9,84 et donc o(X) = v/9,84 ~ 3,14.

Exercice 3 X

1. Laloi de probabilité de X est :

; 1 2 4

Di 4/15 8/15 3/15

En effet, il y quatre boules (T) (X = 1), huit boules 2) (X = 2) et trois boules &) (X = 4).

2. Laloi de probabilité de Y est :

V; 1 2 4

pi 3/15 10/15 215

En effet,ilya:

 quatre boules (7) vertes, trois boules (%) rouges et trois boules (2) bleues (Y = 2);
e trois boules (2) rouges (Y =1);
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* deux boules 2) vertes (Y = 4).

Exercice &4 A

1. On peut proposer le tableau suivant :

OO &6 6| E
B2 3/4|5|6|7
MW 3 4/5/6|7|8
B (4 5/6/7/8|9
B 5/ 6/7[8[/9]|10
B(6/78/9/|10|11
@B 7/8|/9(10/11|12

2. Laloi de probabilité de S est :

S; 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12

p; | Yse | 236 | 3/36 | 436 | S/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | l/36

1 2 2 1
3. OnaE(S)=2x —+3x —+...+11x —+12x — =7.
36 36 36 36
Ainsi en lancant deux dés et en additionnant les faces, on obtient en moyenne 7.

30 10
3. OnaE(X) =400 x — +... + 535 x — =470.
450 450

De ce fait, le prix moyen a I'année est de 470 €.

[SPE.MATHS]
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Exercice 5 A
1. Le tableau complété est :
Week Week
.ee end ee er.ld En salle Total
uniquement | et semaine
Fitness 20 10 70 100
Pas fitness 130 190 30 350
Total 150 200 100 450
2. a. Lesvaleurs prises par X sont :
¢ 400 : en salle sans fitness;
¢ 430 : en salle avec fitness;
¢ 450 : w-end sans fitness;
¢ 480 : w-end avec fitness;
¢ 505 : w-end semaine sans fitness;
¢ 535:w-end semaine avec fitness.
b. Laloide probabilité de X est :
X; 400 430 450 480 505 535
Di 30/450 70/450 130/450 20/450 190/450 10/450
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Exercice 6

1. Larbre de probabilités est :

0,8/C ------- »S=26
M
G -=-mm- > S =24
QP
/ 0,6/'C """" rS=2t
Q 0,3 ;T/
\0’4
TR G- »yS=25
% O > S =20
\ 09— B
P
\0)1\
G --=mnn- »S$=18

2. a. MnCreprésente I'événement «le client a pris un macaron et un café ».
EtonapMnC)=pM) x py(C) =0,5%x0,8 =0,4.

b. D’apres la formule des probabilités totales, ona p(C) = pMnNC)+ p(TNnC) + pPnC).

Etdonc p(C)=0,4+0,3x0,6+0,2x0,9=0,4+0,18+0,18=0,76.

p(CNM) 0,4
p(C) 0,76

3. Il faut trouver pc(M) = =~ 0,53 20,01 pres.

4. a. Ona:
e P+M+C:18+6+2=26€;
e P+M:18+6=24¢€;
e P+T+C:18+7+2=27¢€;
e P+T:18+7=25€;
e P+C:18+2=20¢€;
e P:18€

b. Le tableau complété est :

Sommes s; 18 20 24 25 26 27

p(s;) 002 | 018 | 01 | 012 | 04 | 0,18

c. Onal8x0,02+20x0,18+24x0,1+25x0,12+26x0,4+27 x0,18 = 24,62 (€).
Sur un grand nombre de repas la recette par client s’éléve a 24,62 €.
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DOC 37

CH13 - Fonction exponentielle

I. Définitions
I.1. Fonction exponentielle
/& Définition
Il existe une et une seule fonction f définie et dérivable sur R telle que :
pourtoutx €R, f'(x)=f(x)etf(0)=1.

Cette fonction s’appelle la fonction exponentielle, et est notée exp. )

& Propriété

La fonction exponentielle est égale a sa dérivée : exp’ = exp.
La fonction exponentielle vaut 1 en 0 : exp(0) = 1

(> Remarque

On peut utiliser la « méthode d’Euler » pour étudier graphiquement la fonction exp. )
/1~ Illustration
A B C
1 x fx) f'x) A
2 1 1—0 |
e 2,5 ’
yl 1,1 1,1 - W T
3 0 — o
4 0,2 1,21 1,21 2 °
5 0,3 1,331 1,331 i
[ ]
6 0,4 1,4641 1,4641 154+ o
7 0,5 1,61051 1,61051
[ J
8 0,6 1,771561 1,771561 1+
9 0,7 1,9487171 1,9487171 0.5
10 0,8 2,14358881 2,14358881 ,
11 0,9 2,357947691 | 2,357947691 0 : } >
12 1 2,59374246 | 2,59374246 0 0,5 1
J
1.2. Le nombre e
/© Définition
L'image de 1 par la fonction exponentielle est notée e : exp(1) = e.
Avec la calculatrice, on peut trouver e = 2,718281828. )
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/" Point histoire

Comme 7, le nombre e est un nombre irrationnel, c’est a dire qu’il s’écrit avec un nombre infini de
décimales sans suite logique. Le nombre e est également un nombre transcendant, c’est-a-dire qu'il
n'est solution d’aucune équation a coefficients entiers (le nombre \/5 par exemple, est irrationnel mais
n'est pas transcendant puisqu'’il est solution de 'équation x? = 2, on dit qu’il est algébrique, par opposition a
transcendant). Le premier a s’intéresser de facon sérieuse au nombre e est le mathématicien suisse Leonhard
Euler (1707-1783). C’est lui qui en a choisi le symbole et qui a démontré son irrationalité.

Il. Etude de la fonction exponentielle
Il1. Signe

& Propriété

La fonction exponentielle est strictement positive sur R :

pour toutx € R, exp(x)>0.

(> Remarque

C’est une propriété (fondamentale) a retenir pour la construction des tableaux de signes!

1.2. Tableau de variations
& Propriété

La fonction exponentielle est strictement croissante sur R. Sa croissance est extrémement rapide.

X —00 0 1 +00
exp’(x) = exp(x) +
A\
; - ¥
exp .
0 1

[& Démonstration

En effet, nous avons vu plus haut que exp’(x) = exp(x) et que exp(x) > 0 pour tout x.
Pour illustrer sa croissance tres rapide, on peut dire par exemple, que exp(7) est supérieur a 1000, exp(14)
atteint déja plus d'un million et exp(21) dépasse le milliard.

I1.3. Courbe représentative
(& Théoréme

Il faut connaitre I'allure de la courbe représentative de la fonction exponentielle.

¥ = exp(x)

~

w +
N B
o +
o +

J
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(> Remarque

Pour des grandes valeurs de x négatives, la courbe semble confondue avec I'axe des abscisses : ce n'est pas le
cas, car les images sont strictement positives, mais la courbe est tres tres proche de I'axe. On dit que I'axe des
abscisses est asymptote a la courbe de la fonction exponentielle au voisinage de —oo. )

& Propriété

Une équation de T, tangente a C,,, esty = x + 1.
Ainsi, par approximation affine, on a exp(x) = x + 1 pour x « petit ».

lll. Propriétés algébriques
1111. Relation fonctionnelle
/14 Théoréme

Pour tous réels x et y : exp(x) x exp(y) = exp(x + y). )

& Propriétés

. 1 exp(x)
Pour tous réels x et y : ——— = exp(—x) et =exp(x—y)
exp exp(y)

(x)

[& Démonstration

La relation fonctionnelle est admise, et les deux autres propriétés en découlent. En effet :

exp(—x) x exp(x) = exp((—x) + x) = exp(0) = 1 donc exp(—x) = ;

exp(x)’
exp(x)
exp(x —y) x exp(y) = exp(x —y +y) = exp(x) donc exp(x —y) = .
exp(y)
B Exemples
o exp(l)exp(3) = exp(4)
o exp(l—x)exp(l+x)=exp(2x)
exp(7x +3)
o ————=exp(-1)= = —.
exp(7x +4) exp(l) e )

lll.2. Lien avec les suites geométriques
& Propriété

Soit a un nombre réel quelconque.

La suite (u,,) définie par u,, = exp(na) pour tout n € N est géométrique de raison exp(a) et de premier terme
1.

Ainsi, exp(na) = exp(a)” pour tout n € N.

[&@ Démonstration

Pour montrer qu'une suite est géométrique, on calcule le quotient de deux termes consécutifs :
Uy _expl(n+1)a) exp(na+a)

u, exp(na) exp(na)
Le quotient ne dépend plus de n, donc la suite est bien géométrique et la raison est g = exp(a).

Le premier terme de la suite est u, = exp(0 x a) = exp(0) = 1.
Ainsi, la formule explicite est u,, = uy x g" = 1 x exp(a)” donc on a bien exp(na) = exp(a)” pour tout n € N.

=exp(na+a—na) =exp(a)
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11.3. Nouvelle notation

& Intro

D’apres la propriété précédente, avec a = 1, on trouve exp(n) = (exp(1))" = e”" pour tout n entier.

B Notation

Par extension, on note, pour tout x réel : exp(x) = e”*.

& Propriétés

Avec la nouvelle notation, pour tous réels x et y :

° e0=1;
o ¥ xe¥ =Y,
1
o —=¢%;
ex
x
€ _
e — — ex y;
ey
° enx:(ex)n.

On retrouve exactement les formules des propriétés sur les puissances!

De plus, (€*)' = e et e* > 0 pour tout x € R.

(B Calculatrice

2. Tla2818258
1896, 633158
131585815734

=T ()G
T

2.718281828
1096.633158|

Bien évidemment, les calculatrices « connaissent » la fonction exponentielle, sous sa forme « puissance »!

IV. Compléments
IV1. Résolution d’équations et d’inéquations

& Propriété

Comme la fonction exponentielle est strictement croissante sur R, on a pour tous réels a et b :

s e’=el o a=pb;
e e’<eloash.
[\,6 Exemple
Résoudre dans R les équations suivantes :
e 3el _3e=0oe Pl ze=zel o -4x+1=1o-4x=0ox=0.
e @2 et o3x42=-4o3x=-6cx=-2.

ce¥ —e?=0ce’ =e? o x2=9 x=43.

Résoudre dans R les inéquations suivantes :

e >lee >’ o3x+1>00 x> -1
cePzel o 2x+2240 2x220x< -1

o el ™ <0 o e < —e7** < 0 qui est impossible.
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IV.2. Fonctions composées
/© Définition

kt sont

Soit k un réel strictement positif. Les fonctions définies sur R par les expressions f(¢) = e*" et g(t) = e~
appelées de facon générale fonctions exponentielles.

Elles sont composées d'une fonction linéaire suivie de la fonction exponentielle. )

& Propriété

Soit k un nombre réel strictement positif, et f et g des fonctions exponentielles définie sur R.
o Sif(t)=er", alors f'(t) = k x f(t) = ke' et f est strictement croissante sur R.

e Sig(t)=e ¥, alors g'(t) = —k x g(t) = —ke "' et g est strictement décroissante sur R.

A

34

24
1

_]-C/

e >
-2 -1 1 2

[&@ Démonstration

Les formules de dérivation sont admises, mais pour étudier les variations de la fonction, il suffit d’étudier le
signe de la dérivée, sachant que k > 0, e*’ > 0 et e ¥’ > 0 (toute image par une exponentielle est toujours
strictement positive, méme si 'antécédent est négatif).

(> Remarque

Il suffit, pour dériver ces fonctions, de les multiplier par le coefficient directeur de la fonction linéaire qui est
al'intérieur de I'exponentielle! )

& Propriété

On a les formules de dérivation composées suivantes :
!
o (eux+b) = g x e@*+b.

* si u est dérivable sur I, alors e* I'est également, et (%)’ = u’ x e™.

(> Remarque

On peut retenir ces formules en disant qu’on fait « sortir la dérivée » de ce qui se trouve dans I'exponentielle. )

B Exemples

On a, par exemple :

° (e5t)! — 5e5t_

* Slf(x) = 4e2x, alorsf’(x) =4 x2x ezx - 862)6;

e sig(x) = (2x+3)e>, alors g'(x) =2 x e + (5 x &™) x (2x +3) = 2x +3) x (2+5(2x +3)) = (10x + 17)e°;
si h(x) = 10e* 5% alors 1’ (x) = 10 x ((gx “ )« ex2—5x+4) _ (205 — 50)e-55+4.

/
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DOC 38

CH13 - Fonction exponentielle - Exercices

Z Niveaux de difficulté

i’j Basique i" Modérée ‘k Elevée ﬁ Trés élevée R Extréme ﬁ” Insensée

Exercice 1

>

Simplifier les expressions suivantes :

(63)4 x e +4 . Ax. 1 3e®
1. 6—4; 2. e*T* x e, 3. ﬁ, 4. ex (ex+1)3.
Exercice 2 X

1. Développer, et simplifier, les expressions suivantes :

a. e*(e* +x); c. (e"+e™)%;
b. (1+e*)(1-¢%); d. (e —e") (e +eY).

2. Démontrer les égalités suivantes :

e’ -1 1 e’ -1

a. =1-e"; b.

ex
3. Factoriser I'expression : e** + e*;

4. Mettre 'expression suivante au méme dénominateur : 3e* +

e*+3’
Exercice 3 X
1. Résoudre les équations suivantes :
a. e =e?; c.e*—1=0; e. (x-5e*=0;
b. el =1; d. 10e™*2 +50 = 0; f. (x2+2x+1)(3¢"2-3)=0
2. Résoudre les inéquations suivantes :
- oxe 1
a. e*=e?; c. e X<, e. et —;
e3x
b. e** <e; d. e —e* 7 >0; f. (x-1e*>0.
3. Dresser le tableau de signes des expressions suivantes :
a. Bx—1)e"; C. (—24x*+20x —4)e*?%;
6x —12 i ex -1
e3x+1 ’ : (x +3)2'
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Exercice 4 X

Déterminer la dérivée des fonctions suivantes (sans se soucier de 'ensemble de définition et de dérivabilité) :

e’ -1

1. f(x)=ex—x2; 4. i(x) =(x+3)e*; 7. l(x) =
e*+1

1
2. g(x)=10e* + —; 5. j(x) = 10e™* + 7e**; 8. m(x) = (25x +40)e %%
X

3. h(x) =e¥ +e7*; 6. k(x)= eix; 9. o(x) = (x*-3x +1)e".

Exercice 5 X

1. On considere la fonction f définie sur R par f(x) =e* + 1.

a. Déterminer la dérivée f' de la fonction f.
b. Etudier le signe de f(x) puis en déduire les variations de f sur R.

2. Soit g la fonction définie sur R par g (x) = 10e”>**,

a. Déterminer la dérivée g’ de la fonction g.
b. Etudier le signe de g'(x) puis en déduire les variations de g sur R.

3. Soit h la fonction définie sur R par h(x) = 2x + 3)e”.

a. Démontrer que, pour tout réel x, ona h'(x) = 2x + 5)e*.
b. Etudier le signe de h'(x).
c. En déduire les variations de h sur R.

Exercice 6 %

On considere la fonction f définie sur R par f(x) = (5x + 7)e”*?*. On note Cr sa courbe représentative dans un
repére orthogonal.

1. Démontrer que, pour tout réel x, on a f'(x) = (—x + 3,6)e™ %,

2. a. Etudier le signe de f'(x).
b. En déduire les variations de f sur R.

3. Déterminer une équation de T, tangente a C au point d’abscisse 0.

Exercice 7 iy

Une entreprise pharmaceutique fabrique un soin antipelliculaire. Elle peut produire entre 200 et 2000 litres de
produit par semaine. Le résultat, en dizaines de milliers d’euros, réalisé pour la production et la vente de x centaines
de litres est donné par la fonction R définie par :

R(x) = (5x —30)e”%%* pour tout réel x € [2; 20].

1. Calculer le résultat réalisé par la fabrication et la vente de 7 centaines de litres de produit. On l'arrondira a
l’euro preés.

2. Vérifier que pour la fabrication et la vente de 400 litres de produit, 'entreprise réalise un résultat négatif
(appelé déficit).

3. Résoudre I'inéquation R(x) = 0, d'inconnue x. Interpréter dans le contexte de 'exercice.
4. Onnote R’ la dérivée de la fonction R. Un logiciel de calcul formel donne : R'(x) = (=1,25x + 12,5)e”%%>*,

a. Justifier le résultat donné par le logiciel.
b. Etudier le signe de R’(x) puis en déduire les variations de R sur R.

c. En déduire la quantité de produit que 'entreprise doit produire et vendre pour réaliser le résultat maxi-
mal.
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DOC 39
CH13 - Fonction exponentielle - Exercices (Correction)
Exercice 1 X
On utilise les propriétés algébriques de la fonction exponentielle :
(e3)4 x e3 _ e4><3 x e3 ~ elZ x eB B elS IRT T
L. et - et et g =e =e
2. ex+4 x e4x - ex+4+4x - e5x+4.
1
_ A—(2-3x) _  3x-2
3. ezq = Y= e,
3e5x 1 36535 3el+5x 14553 3 y_2
4. ex e =€ X o = g =3¢ XTI = et
Exercice 2 X

1. Pourtoutréel x,ona:

a. e'(e’+x)=e"xe'+e' xx =e* +xe*.

b. (1+e")(1-e")=1-e"+e*—e* xe*=1-¢*.

c. (e¥+e)=e"xe"+2xe"xe +e xe F=e+2e’+e = +2+e .

d. (e—Zx_ex) (e—2x+ex) :e—2x Xe—2x+e—2x x ¥ —e* Xe—Zx_ex x e* :e—4x+e—x_e—x_82x :e—4x_e2x.
2. a ex_l—l—e‘xcar{(ex_l)Xl:ex_1 our tout réel x
’ er e"><(l—e"“)=e"—ex><e"‘=ex—e°=e"—1p ’

1 e" -1 1x (e -1)=e*-1 )
b. m:mcar{(ex+l)X(ex_l):exxex_ex+ex_1262x_1pourtoutreelx.

3. Onae® +e* =e* x e +e* = e* x (¢** + 1) pour tout réel x.

_3e"x(e*+3)+2 3e* +9e"+2

pour tout réel x.
*+3 e’ +3 e* +3

4. Ona3e*+
e

&

Exercice 3 A

1. On utilise les techniques classiques de résolution des équations, en «rajoutant » la méthode «e =e »:

el x=-2.
=loeX=es2x+1=0o x=-0,5.

X X

=loe*=eleo-—x=0ox=0.

. 10e™*2 450 =0« 106 "2 = —50 < e * *2 = —5 ce qui est impossible!

o 2 T

. (x —5)e3* = 0 est une équation produit nul :
* x-5=0® x=5;
* e =0 qui est impossible.
Ainsi 8 = {5}.
f. (x®+2x +1)(3e**? - 3) = 0 est une équation produit nul :
e x2+2x+1 =0:A=0ce qui donne une racine, x, = —1;
e 3?2 _3=003e"=3ce™=1=e’ox+2=00x=-2.

Ainsi 8§ = {-2; —1}.
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2. On utilise les techniques classiques de résolution des inéquations, en « rajoutant» la méthode «e* < e »:

a. e">e? o x=-2cequidonne § = [-2; +00l.

b. e3x<e©e3x<e1©3x<1©x<%cequidonneS:]—oo;é].

c.ce¥lcleoe®!l<ele 2x-1<0e -2x<1 e x=-0,5cequidonne 8§ = [-0,5; +o0l.

d. e‘2x+1—ex‘7>0©e‘2x+l>ex‘7@—2x+1>x—7©—3x>—8©x>%cequidonne8=]§;+oo[.

1 .
e. > —oe™ze ™ ox+4>-3xo4x>-4x>-1cequidonne8 = [-1;+ool.
e
f. (x —1)e* > 0 se présente bien sous la forme ZPQ pour lequel on cherche «les & sans les zéros » :

e x—1=0ox=letm=1o;
e ¢e”* est toujours strictement positif!

x —00 1 +00
(x -1 - 0 +
e’ + +
expr - 0 +

Ainsi 8§ =11; +ool.

3. Les expressions suivantes sont présentées sous forme Produit/Quotient, on peut donc se lancer dans les ta-

bleaux de signes :

a. (3x—-1e":
*3x-1=0ex=3etm=38;
* e” est toujours strictement positif!

x —00 3 +00
Bx-1) - 0 +
e® + +
expr - 0 +
6x—-12
e3x+l1
e 6x—12=0ox=2etm=69;
« e3**1 est toujours strictement positif!
x —o0 2 +00
(6x—12) - 0 +
e3x+1 + +
expr - 0 +
C. (—24x%+20x —4)e* %
¢ —24x”+20x-4=0:A =16 ce qui donne deux racines, x; = ; et x, = 3

* e“"2 est toujours strictement positif!

x —0o % % +00
(- 24x* +20x — 4) - 0 + 0
e*2 + +
expr - 0 + 0

GlOIE[O)
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e -1
T (x+3)27
ce'-1200e*loe’ze’ o x=0;
e (x +3)? estle carré d'un expression s'annulant en x = —3.

x —00 -3 0 +00
e’ -1 - - 0 +
(x +3)? + 0 + +
expr - - 0 +
Exercice 4 X

1. f(x) = e* — x? se dérive (sur R) comme une somme :

f'(x)=e*—2x.

1
2. g(x) =10e* + — se dérive (sur R*) comme une somme :
X

1 1
! — X — X
g(x)=10xe ——x2—10e 2

3. h(x) = e3* + e 5** ge dérive (sur R) comme une somme :

h’(x) — 3e3x + (_5e—Sx+4) — 3e3x _ 5e—5x+4.

4. i(x) = (x +3)e* se dérive (sur R) comme un produit :

i'x)=1xe*+e*x(x+3)=e*(1+x+3) =e“(x +4).

5. j(x) = 10e™* + 7e** se dérive (sur R) comme une somme :

J'(x) =10 x (=€) + 7 x (2€**) = —10e™™ + 14e**.

X
6. k(x) = — se dérive (sur R) comme un quotient :
e

Ixe*—e*xx e*(1-x) 1-x
k' (x) = ey _1-x
(ex)Z e2x ex
e’ -1 . .
7. 1) = — 1 se dérive (sur R) comme un quotient :
e
e“(e*+1)—e“(e¥-1) e(e"+1-(e*-1) 2e*

l’ = = = .
) (er +1)2 (e 1) (e 1)

8. m(x) = (25x +40)e~*?* se dérive (sur R) comme un produit :
m'(x) =25 x e %% +(=0,2 x %) x (25x +40) = e *** x (25— 0,2(25x +40)) = (-5x + 17)e” %",

9. 0(x) = (x* —3x + 1)e* se dérive (sur R) comme un produit :

0'(x)=02x-3)e +e*(x*-3x+1) =e*2x-3+x%>-3x+1) = (x®>—x—-2)e".

Exercice 5 X

1. a. Lafonction f est dérivable sur R et, pour tout x, on a f’(x) = e*.

b. Ona f'(x) = e* > 0 sur R, donc f est strictement croissante sur R.

N
®

. La fonction g est dérivable sur R et, pour tout réel x, on a g’ (x) = 10 x (-2 x e™**¢) = —20e2*6,

=2

. Onag'(x) = —20e"**® < 0 sur R, donc g est strictement décroissante sur R.
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3. a. Lafonction h est dérivable (produit) sur R et, pour tout réel x :
h(x)=2xe*+e*x(2x+3)=e*x (2+2x+3) = (2x +5)e".
b. On voit que h'(x) se présente sous forme d’un produit :
* 2x+5=0ox=-25avecm=29;
¢ ¢e” est strictement positif!

X —00 -2,5 +00
(2x —5) - 0 +
e* + +
f(x) - 0 +

c. On peut donc en déduire les variations de i sur R :

X —00 -2,5 +00
f(x) - 0 +
! f(=2,5)

Avec f(-2,5) = (2 x (—=2,5) +3)e”?® = —2e72° = —0,164 au milliéme.

Exercice 6 &

1. La fonction f est dérivable (produit) sur R et, pour tout réel x, on a:
fl(x)=5xe " +(-0,2x e ") x 5x+7) =e " x (5-0,2(5x +7))

G-x-1,4)e %% = (—x+3,6)e "

2. a. Onvoit que f’(x) se présente sous forme d’un produit :

e —x+36=0x=36avecm=-16;

o e 02% est strictement positif!
X —00 3,6 +00
(—x+3,6) + 0 -
e—0,2x + +
f(x) + 0 -

b. On peut donc en déduire les variations de f sur R :

X —00 3,6 +00
f'(x) + 0 -
f3,6)
f

Avec £(3,6) = (5 x 3,6 + 7)e” %236 = 257072 ~ 12,169 au milliéme.

3. Une équation de T, est donnée par y = f'(0) x (x —0) + £ (0) :

e f(0)=(5x0+7)e0=7e"=7;
* f'(0) = (-0+3,6)e™%?*® = 3,6e° = 3,6.

AinsiT,:y=3,6xx+7=3,6x+7.
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Exercice 7 %

1. Le résultat réalisé par la fabrication et la vente de 7 centaines de litres de produit est donné par R(7) dizaine
de milliers d’euros. Or R(7) = (5 x 7 - 30)e™%%%*" = 5¢™1'75 ~ 0,86887, donc le résultat est d’environ 8689 €.

2. Pourlafabrication etlavente de 400 litres de produit, on calcule R(4) = (5x4-30)e™ %> = —10e™! =~ —3,6790,
qui est négatif et donc qui correspond bien a un déficit.

3. On a, sachant qu'une exponentielle est strictement positive :
R(x) =0 < (5x-30)e " & 5x-30=0 < 5x =30 < x > 6.
Dans le contexte de I'exercice, on obtient le fait que I'entreprise réalise un bénéfice a partir de 600 (6 x 100)

litres de produit.

4. a. Lafonction R est dérivable (produit) sur [2;20] et, pour tout réel x € [2;20],on a:
R'(x) = 5x e %%% 1+ (-0,25 x e %) x (5x — 30) = €™ %*** x (5-0,25(5x —30)) = (5 1,25x +7,5)e”****
= (—1,25x + 12,5)e” %%,
b. On voit que R'(x) se présente sous forme d’un produit :
e —-1,25x+125=0% -1,25x =-12,5 ¢ x =10 avec m = —-1,256;

o ¢ 025 gt strictement positif!
X 2 10 20
(—=1,25x +12,5) + 0 -
e—0,25x + +
R'(x) + 0 -
[T
R
R(2) R(20)

Avec R(2) = —12,1306; R(10) = 1,6416 et R(20) = 0,4716 au dix-millieme.

c. La quantité de produit que 'entreprise doit produire et vendre pour réaliser le résultat maximal est de
1000 (10 x 100).

[SPE.MATHS] OO0 - 141/169 -



[SPE.MATHS] C. Pierquet Lycée Edmé Bouchardon - 2021/2022

DOC 40
CH14 - Compléments sur le produit scalaire

I. Applications du produit scalaire
11. Théoréme d’Al-Kashi

[14 Théoréme

Dans un triangle ABC, on pose AB = ¢, AC = b et BC = a alors :
e a?=b%+c?-2bccos(A).
e b?>=a’+c?-2accos(B).
e ¢?=a?+b*>-2abcos(C).

/I Point histoire

- A Samarkand, le savant perse Jemshid ibn Massoud al Kashi (1380-1430) vit sous la protection du
,,;,; prince Ulugh-Beg (1394-1449) qui a fondé une Université comprenant une soixantaine de scientifiques
* qui étudient la théologie et les sciences.

Dans son Traité sur le cercle (1424), al Kashi calcule le rapport de la circonférence a son rayon pour obtenir
une valeur approchée de 2m avec une précision jamais atteinte. Il obtient 9 positions exactes en base 60 soit
16 décimales exactes : 21 = 6,283 185307 179586 5. )

(& Démonstration n°l

On a, par exemple, a? = BC?.

Et donc a® = BC2 = BC? = (ﬁhﬁ]’)z = (A—C)—jﬁﬂ2 =AC? +AB2 - 2AC-AB.
OrAC-AB = AC x AB x cos (A) = bc cos (A).

D'oit a® = b* + ¢ - 2bc cos (A).

(& Démonstration n°2

On a, par exemple, AB-AC = AB x AC x cos (A) = be cos (A).
— — 1 1

EtAB-AC= (AB* + AC? - BC?) = > (b* + c? - a?).

Ainsi b? + ¢® — a® = 2bc cos (A) © a? = b* + c* - 2bc cos (A).

Vocabulaire

«Résoudre un triangle », c’est déterminer tous les cotés et les angles du triangle.

(> Remarque

Le théoreme d’Al-Kashi est également nommé « théoréme de Pythagore généralisé », car en effet le théoreme
de Pythagore est un cas particulier du théoreme d’Al-Kashi avec un angle droit (de cos = 0). )

[SPE.MATHS] @@@@ - 142/169 -



[SPE.MATHS] C. Pierquet Lycée Edmé Bouchardon - 2021/2022

1.2. Etude d’un ensemble de points

(& Théoréme de la médiane

— AB?
Soit ABC un triangle et I est le milieu de [AB], on a CA - CB = CI* - a

C

(& Démonstration

— AB

Ona A -CB = (C1 + ) (€1 + 1) = (G +K) (CF - ) = c2 - w2 = et (A2 - e - A

7
1.3. Caractérisation d’un cercle

& Propriété

Un point M appartient au cercle C de diameétre [AB] si et seulement si MA - MB = 0.

M

[&@ Démonstration

Soit € le cercle de diametre [AB].

Le cercle de diametre [AB], privé de A et de B, est I'ensemble des ﬂ))int_s) M du plan_te)ls que le_t)riangle MAB
est rectangle en M, c’est a dire 'ensemble des points M tels que : MA - MB = 0 avec MA + 0 et MB # 0.
De plus, siM =A ousiM =B, onaMA-MB = 0.

(> Remarque

Au college, cette propriété est connue comme celle d'un « triangle inscrit dans un cercle de diametre 'un des
cotés ». C'est également une conséquence de «1’angle au centre ».

J
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Il. Equation cartésienne de droites
I1. Vecteur directeur
/' Définition

-
Soit D une droite. Un vecteur non nul d est dit directeur de la droite D s’il ala méme direction que la droite.
Il peut étre « sur » la droite, c’est-é-di@ avec une origine et une extrémité qui sont des points de la droite, ou
sur une droite parallele. Ci-dessous, d et U dirigent D mais pas .

D

(> Remarque

Pour deux droites, on dit qu’elles sont paralleles, deux vecteurs seront dits plutdt colinéaires, dans le cas d’'un
vecteur et d'une droite, on dira que le vecteur dirige la droite ou en est un vecteur directeur. Y,

& Propriété

— —
Si d dirige D, alors tout vecteur non nul colinéaire a d est aussi un vecteur directeur de D.
& Propriété

Une droite de coefficient directeur m est dirigée par le vecteur de coordonnées (m)

11.2. Vecteur normal
/© Définition

— —
Soit D une droite de vecteur directeur d. Un vecteur non nul 7 est dit normal a la droite D si 77 - d = 0.
Ci-dessous, 77 est un vecteur normal a D. Sa direction est perpendiculaire a celle de D.

D

J
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Y= Méthode

Pour définir la direction d’'une droite, on peut soit en donner un vecteur directeur, soit un vecteur normal,
suivant les situations.

& Propriétés

e Si 77 est un vecteur normal a D, alors tout vecteur non nul colinéaire a 77 est également un vecteur normal
de D;
e Tout vecteur normal a D est orthogonal a tout vecteur directeur de D.

I.3. Equation cartésienne de droite
& Propriété

Soit D une droite passant par un point A et de vecteur normal 7.

—_—

Un point M du plan appartient a la droite D si et seulement si AM - 77 = 0.

. . . y e —
Ici, M est sur la droite, mais N ne I'est pas car AN - n # 0.

& Théoréme

Toute droite du plan admet une équation cartésienne de la forme

ax+by+c=0

5 p . |a
ol a, b et ¢ sont des réels non tous nuls et o1

b) sont les coordonnées d’'un vecteur normal a la droite.

/

/\,6 Exemple n°1

. . —> 4 -1 .
Soit D est la droite passant par A(6; 4) et de vecteur normal 77 de coordonnées ( ) donc la droite D a une

équation cartésienne de la forme —1x + 2y + ¢ = 0.
Pour trouver la valeur de c, on utilise le point A(6; 4) qui est sur la droite et dont les coordonnées vérifient
I'équation: -1 x6+2x4+c=0<2+c=0< c =-2etdoncD a pour équation cartésienne —x +2y —2 = 0. )

/B Exemple n°2
e Soit D' :5x -3y +8=0.

. . . - 5
On cherche un vecteur normal 771 en relevant les coefficients devant le x et le y dans I'équation : ici, 7 ( 3).

On cherche ensuite un point B de la droite en cherchant des coordonnées (x; y) qui vérifient I’équation, par
exempleici B(—1; 1)car5x (—1) =3 x 1+8 = 0 (on essaie si possible de trouver des coordonnées entieres, mais
sinon, on peut aussi choisir n'importe quelle valeur pour I'une des deux coordonnées et calculer la seconde!).

-2 . . p
e A:2x—-3=0apourvecteur normal n ( 0) (donc A est verticale) et passe par le point de coordonnées (1,5; 0)

/
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[& Démonstration

Soit D la droite de vecteur normal 77 (a) et passant par A(x, ; ¥a). Si M(x; y) est un point quelconque,

b
M(x;y)eDc»m-ﬁ:O
o [ %) (4] Zy
y=ya) \b
Sax—x)+by—y)=0

S ax+by+(—ax,—by,) =0

et on retrouve bien la forme annoncée en appelant c ce qui est dans la parenthese.

€5 Remarques - Llien avec les équations réduites de droites, de la forme y = mx+p

¢ On connaissait déja les équations réduites de droites. Mais les équations réduites ne sont valables que
pour les droites non verticales (représentations de fonctions affines), tandis que foutes les droites ont une
équation cartésienne, méme les droites verticales.

« Apartir d’'une équation réduite, on obtient une équation cartésienne en passant tout dans le méme membre
pour avoir « = 0 ».

¢ On peut retrouver I'équation réduite y = mx + p d'une droite a partir de '’équation cartésienne en isolant
le y d’'un c6té de I'égalité!
Mais ceci n'est toutefois possible que s’il y a y dans I'équation de la droite, autrement dit si b # 0.

 Une droite est verticale si et seulement si il n'y a pas de y dans ses équations cartésiennes (donc si b = 0).

¢ Une droite donnée admet une infinité d’équations cartésiennes, puisqu’elle admet une infinité de vecteurs
normaux.
Par contre, si elle admet une équation réduite, elle n'en a qu’'une seule. )

ll. Equation cartésienne de cercles

1. Cercle défini par centre et rayon

/14 Théoréme

Soit A(x, ; ¥4) un point du plan et r un réel strictement positif.
Alors le cercle C de centre A et de rayon r a pour équation cartésienne :

(X —x2)2+(y—ya)? =1 )

[& Démonstration
Soit C le cercle de centre A(x, ; y,) et de rayon r. Si M(x; y) est un point quelconque,
MeCoAM-=r

@\/(x—xA)2+(y—yA)2:r

S X=X+ Y-y =12

B Exemple

Soit le cercle € ayant centre A(2; —1) et pour rayon 5. Il a pour équation cartésienne (x —2)* + (y + 1)? = 25.

Le point B(6;2) € Ccar6—2)2 + (2+1)> =16 +9 = 25.

Mais le point D(—3; —2) ¢ C car (-3 -2)?+ (-2 +1)* =25+ 1 = 26 # 25. )
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(> Remarque

Autrement dit, 'ensemble des points M du plan dont les coordonnées vérifient une égalité du type (x —x,)* +
(y — y4)? = r? est 'ensemble des points du cercle de centre A et de rayon r.

Il arrive aussi qu'on donne une équation cartésienne de cercle sous forme développée. Dans ce cas, il est un
peu plus difficile de repérer les coordonnées du centre et le rayon : il faut alors revenir aux formes canoniques
Par exemple,

X’ +y*—4x+5y+3=0o x*—4x+y*+5y=-3
o x?—4x+2%+y* +5y +2,5° = =3+2%+2,5%

25
@(x—2)2+(y+2,5)2:—3+4+z

29
S (x—2%+(y+2,5)* = i

29
Donc il s’agit du cercle de centre A(2; —2,5) et de rayon —

lll.2. Cercle défini par un diameétre
{ Rappel

Soient A et B deux points. Lensemble des points M du plan vérifiant MA - MB = 0 est le cercle de diametre
[AB].
Autrement dit, le cercle de diametre [AB] est I'ensemble des points M tels que le triangle AMB est rectangle
en M.

(& Démonstration
Notons € le cercle de diametre [AB], I le milieu de [AB] et r la distance AI = IB.
MA-MB =0 < (Mi+IA) - (MI +1B) = 0

& Mi-Mi+Mi-IB+IA-Mi+IA-IB=0

& MI?+Mi-(IA+1IB) - IAx IB=0

oSMP+MI-0-rxr=0

o MI? = r?

o Ml=r

<o MelC

" Exemple vl

Déterminer une équation cartésienne du cercle de diametre [AB] ou A(1; -5) et B(3;0).

143 -5+4+0
Le milieu de [AB] a pour coordonnées I (T : ) =(2;-2,5) et AB= v/ (3—1)2+ (0 — (-5))2 = \/29.

P V29 . . - 2 2 29
Ainsir = > et donc € a donc pour équation cartésienne (x —2)< + (y +2,5)° = e
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(% Exemple v2

Déterminer une équation cartésienne du cercle de diametre [AB] ou A(1; -5) et B(3;0).

M(x;y) € C & MA-MB=0

1-x 3—x
—5-y -y
S (1-x)B-x)+(=5-y)(=)=0
©3-x-3x+x*+5y+y*=0
o x*+y*—4x+5y+3=0
On retrouve bien la méme équation de cercle, sous forme développée ou sous forme canonique suivant la
méthode utilisée. Y.

f\,b Exercice

Donner la nature (droite, cercle, parabole, ...) des ensembles de points ci-dessous et en préciser les éléments
caractéristiques (pour une droite : un point et un vecteur normal ou un vecteur directeur, pour un cercle : le
centre et le rayon, ...)

1. 5x+4y—-3=0

6. 3x—-5=2y+1

2. x=5 s o

) ) 7. x*+y +6x+2y—-6=0
3. x=-3)"+(y+7)"=12 )
o 8. y=3x"-5x+1

4. x*+y =1 s o
9. x*-y“=0

5. x-2)+(y—-5 =4 )
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DOC 41

CH14 - Compléments sur le produit scalaire - Exercices

& Niveaux de difficulté

% Basique K Modérée k Elevée i Trés élevée R Extréme ﬁ” Insensée

Exercice 1

. N —> R BY . . ~ . 2 .
1. Dansle plan munid’unrepere (O; 7,7 ), on considere les quatre droites ci-dessous définies par leur équation
cartésienne :

(d):2x-3y+3=0 ; (d):—2x-y+1=0
(dy) :4x+8y—-10=0; (dy):-3x+y+4=0

a. Pour chacune des droites, donner un point et un vecteur directeur de cette droite.

b. Tracer chacune de ces droites dans le repére ci-dessous :

N

\S]

=

~

P

\S]

w

2. On considére le plan muni d'un repere (0; 7,7).

Pour chaque question, déterminer une équation cartésienne de la droite (d) passant par le point A et ayant
pour vecteur directeur 4 :
3

a. AQ2;1) et ﬂ(g) c. A0;3) et ﬂ(_z

2

1
1
b. A(3;—2)etﬁ’(21); d.A(—z;l)etTZ(

3. On considere le plan munit d'un repere (O; 7, ) orthonormé.

Dans chaque cas, déterminer une équation cartésienne passant par le point A et admettant le vecteur 77 pour
vecteur normal :

a. ﬁ’(g) etA(1;0); b. 7{(_11) etA(-2;1).

4. On munit le plan d'un repére (O; 7,7) orthonormé.

1
Déterminer une équation cartésienne de la droite (d).

a. On considere la droite (d) admettant le vecteur ﬁ( ) pour vecteur normal et passant par A(4; 1).

b. On considere la droite (D) admettant '’équation cartésienne : x —4y +3 = 0.

N
Donner un vecteur 7#’ normal de (D), un vecteur # directeur de (D) et un point B appartenant a (D).
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Exercice 2 X

Dans le plan muni d’'un repere (O; 7,7), on considére les points A(—2; —3) et B(4; 1). On note (d) la médiatrice du
segment [AB].

1. Déterminer les coordonnées du point K milieu du segment [AB].
2. Donner les coordonnées d’un vecteur 7 normal a la droite (d).

3. Déterminer une équation cartésienne de la droite (d).

Exercice 3 X
Dans le plan muni d'un repere (O; 7, ), on considere la droite (d) d’équation cartésienne : —3x +y +7 = 0.
1. Donner un vecteur # directeur de la droite (d).

2. Déterminer une équation cartésienne de la droite (A) parallele a la droite (d) et passant par le point de coor-
données A(-2; 2).

3. Soit (D) la droite perpendiculaire a la droite (d) et passant par le point B(3; —1).

a. Donner les coordonnées d’'un vecteur v normal i la droite (D).
b. Déterminer une équation cartésienne de la droite (D).

Exercice 4 X

Dans le plan, on considére les deux carrés ABCD et BEFG représentés ci-dessous :

~ AY
D v C
s M
~
~ W
S W
~
N W
\\ ANAY
~ [
N (WY
N v
~
~ v
~
~ v
~ v N
~ \
~ \
~ \
~ \ \
S \
\\ \ \
~ AY
~ \ \
~
S \ \
N ' \
~ \ \
S \ \
~
N \ \
N \ \
~ \ \
S B
~ -\
B \" \
-
— _- I\x\ \
] _- R
~
Phe \ ~MNE
\ - N S\
7 =
A 7 B ! e
1 M v S
\ . ~
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
G \F

-
-

On munit le plan du repéere orthonormé (A 07, 7) ouAB=6etBE =3.

1. a. Déterminer les coordonnées des vecteurs DE, et CF.
b. En déduire les équations cartésiennes des droites (DE) et (CF) dans le plan (A' 7,7)

)

2. Déterminer les coordonnées du point I.

3. Justifier que les droites (BI) et (CE) sont perpendiculaires.
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Exercice 5 X

1. Le plan est muni d'un repére orthonormé (O; 7, 7) dont 'unité est le centimetre.

On consideére le cercle C de centre I et de rayon r. Pour chaque question, déterminer une équation du cercle :
a. I(1;2)etr =3 cm;
b. I(-3;1)etr =5cm.

2. On considere le plan muni d'un repere (O; 7, ) orthonormé et le cercle C de centre A(2; 1) et de rayon 4.

Déterminer une équation cartésienne du cercle C.

3. Dans le plan muni d'un repére (O; 7,7) orthonormé, on considére le cercle € de centre K(3; —1) et de rayon
R =5.
a. Déterminer une équation cartésienne du cercle C.

b. Parmi les points ci-dessous, lesquels appartiennent au cercle C :

8 29 9 2
M(-1;2) ; N(—;——); P(—;—)
5 5 55

sl

Exercice 6 &

Dans le plan muni d’un repere (O; 7,7) orthonormé, on considere le point A(3; 1) et la droite (d) représentée
ci-dessous d’équation cartésienne : 2x + 5y —2 = 0.

A\

ZA
t)

p—
AN
7

/

~

/

On note H le projeté orthogonal du point A sur la droite (d).

1. Construire le point H dans le repere.

2. Justifier que la droite (A) passant par le point A et perpendiculaire a la droite (d) a pour équation :

(A):=5x+2y+13=0

3. Déterminer les coordonnées du point H.

Exercice 7

Dans le plan muni d’'un repeére (O; 7,7), on considere les trois points : A(—3; 2); B(3; 5); C(2; 2).

1. Déterminer les coordonnées du pied H de la hauteur du triangle ABC issue du sommet C.

2. Déterminer l'aire du triangle ABC.
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DOC 42
CH14 - Compléments sur le produit scalaire - Exercices (Correction)

Exercice 1 A

1. a. Pour déterminer un point de cette droite, on peut fixer une valeur de x et déterminer la valeur de y.

-b . Ny .
De plus, le vecteur ZI( a ) est un vecteur directeur de la droite d’équation ax + by + ¢ = 0.

— 3
e pour (d,), on prend x = 0 et on trouve —3y + 3 = 0 < y = 1 et on obtient directement u (2) ;

(1
e pour (d,), on prend x =0 et on trouve —y + 1 =0 < y = 1 et on obtient directement u (_2);

— _8
e pour (dy), onprend x =0 etontrouve8y —10=0< y = 1‘70 = % et on obtient directement ( 4 );

(-1
e pour (d,), on prend x =0 et on trouve y +4 =0 < y = —4 et on obtient directement u (_3).
b. On peut «repasser » par I’équation réduite pour tracer les droites :
* (d):2x-3y+3=0ey=3x+1;
* (d):2x—y+1=0y=2x+1;

°(dg):4x+8y—10:0@y:_%x+1§0:_%JH_%,
e (d):-3x+y+4=0oy=3x—-4.
™~ AN
\\ 5 P
N “ P
70N
// \\ >
—4 —3 2 ] 0 | P ~\

(2
2. a. A(2; 1) etu(g):

* une équation cartésienne est de la forme 3x —2y + ¢ =0;
e avecle pointA,ontrouve3x2-2x1+c=0< c=-4.

On obtient 3x +2y —4 =0.

-1

Ona-x—3y+c=0et-3-3x(-2)+c=0&c=2.

1
b. PourA(3; -2) et TZ( 2 )

Onobtient —x -3y +2=0¢ -2x-y+4=02x+y—-4=0.
-2
c. Pour A(0; 3) etu(l).
Onax+2y+c=0et0+2x3+c=0< c=—6.
On obtient x +2y — 6 = 0.
—> 3
d. PourA(—Z;%) etu( 5).
~3
Ona-3x-3y+c=0et-2x(-2)-3x3+c=0ec=-4.

Onobtient —2x -3y -2 =0« -10x-18y —11=0 < 10x + 18y — 11 = 0.
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a o s .
3. Levecteur 7 ( b) est un vecteur normal de la droite d’équation ax + by + ¢ = 0. Donc

—

2
a. n(s) etA(l; 0) donnent2x +3y+c=0puis2x1+3x0+c=0<x c = -2.
On obtient I'’équation cartésienne 2x + 3y —2 = 0.
(-1 '
b. ”( 1 )EtA(—Z; 1) donnent —x +y +c=0puis —(-2) + 1+ c =0 & ¢ = -3.

On obtient I'’équation cartésienne —x + y —3 = 0.

(-2
4. a. On considére la droite (d) admettant le vecteur n ( 1 ) pour vecteur normal et passant par A(4; 1).

Une équation cartésienne de la droite (d) est -2x +y+c=0avec -2x4+1+c=0sc=7.
Ainsi on obtient (d) : —2x+y+7=0.
b. Pourladroite (D) : x -4y +3=0:

-1
o (_ 4) est un vecteur normal de (D);

(4 .
U (1) est un vecteur directeur de (D);

e avec x =1, on trouve y = 1 ce qui donne le point B(1; 1).

Exercice 2 X

1. On obtient directement K(1; —1).

2. Lamédiatrice du segment [AB] étant une droite perpendiculaire a la droite (AB), on en déduit que le vecteur

4- (—2))

—> 6 R .

AB (1 3] ( 4) est un vecteur normal a la droite (d).

3. On en déduit que la droite (d) admet pour équation cartésienne : 6x +4y + c = 0.
Le point K appartenant a la droite (d) : 6 x1+4x (-1)+c=0< c = -2.

Ainsi la droite (d) admet pour équation cartésienne : 6x +4y —2 = 0.

‘ I

~

N

Exercice 3 X

1. Un vecteur ﬁ’( 3) est directeur de la droite (d).

2. Ladroite (A) est parallele a (d), donc a une équation de la forme —3x + y + ¢ = 0 (méme vecteur directeur).

Avecle pointA,ona—-3x(-2)+2+c=0< c=-8.Ainsi (A): -3x+y—-8=0.
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3. a. Levecteur ¥ étant normal 2 la droite (D) et la droite (D) étant perpendiculaire a la droite (d), on en
déduit que U est un vecteur directeur de la (d).

-1 1
De ce fait, on peut prendre (_ 3) ou (3) pour vecteur normal a (D).

b. La droite (D) admet une équation cartésienne de la forme : x +3y + ¢ = 0.
Avec le point B, on obtient3+3 x (-1)+¢c=0< ¢ =0.
Ainsi la droite (D) admet pour équation cartésienne : x + 3y = 0.

Exercice 4 X

1. a. Onlit directement DE (—96) et Cﬁ:) (_39)

b. On détermine les équations cartésiennes des droites :

« DE estun vecteur directeur de la droite (DE), son équation cartésienne est de la forme: 6x+9y+c =0;
avecle pointD,ona6x0+9%x6+c¢=0< c=-54;
une équation cartésienne de la droite (DE) est: 6x + 9y —54 = 0.

« FCestun vecteur directeur de la droite (FC), son équation cartésienne est delaforme:9x+3y+c =0;
avecle pointC,ona9x6+3x6+c=0cc=-72;
une équation cartésienne de la droite (FC) est: 9x +3y —72 = 0.

6x+9y—-54=0

2. Le point I est I'intersection de (DE) et (CF), ses coordonnées doivent vérifier le systeme .
Ix+3y—-72=0

o . . 54 6
Par substitution, ou par calculatrice, on obtient I - ; =)

3. On travaille sur les vecteurs BI ( 97) et CE (—6)' OnadoncBI-CE = —~ x3+ = x (—6) = - = =0
7

On en déduit que les vecteurs B et CE sont orthogonaux, et donc que (BI) et (CE) sont perpendiculaires.

Exercice 5 X

1. a. AvecI(1;2)etr =3 cm, onobtient (x — 1)* + (y — 2)> = 3%,
Soitencore x* —2x +1+y*—4y+4=9 o x* +y* - 2x -4y +4=0.
b. AvecI(-3; 1) et r =5 cm, on obtient (x — (-3))* + (y — 1)* = 5%
Soit encore x*> +6x +9+y*> -2y +1 =25 x? + y*> +6x -2y — 15 =0.
2. Une équation cartésienne de C est (x —2)? + (y — 1)? = 4%,
Soit encore x> —4x +4+y*> -2y +1=16 & x>+ y* —4x -2y —11=0.
3. a. Une équation cartésienne du cercle C est (x —3)* + (y — (-=1))% = 52.
Soit encore x> —6x +9+y* +2y +1 =25 x* +y* —6x +2y —15=0.
b. On teste 'équation de C avec les coordonnées des points proposés :
o XZ YL —6xy+2y—15=(-1)*+22-6x(-1)+2x2-15=1+4+6+4-15=0,donc M€ C.

o xZ+)2 —6xy+2yy—15=...=0,doncNeC,
o x2+y2—6xp+2yp—15=...=-21,6%0,doncP ¢ C.
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Exercice 6 &

AN 7
U
’
’
(A [ L
\tJ ()7
’
1
’
S 1 A
T~ 135 Y
— 7
'
’
L \
Ny 1 [4
4 3 o2 1 0f T T
1 H ™
1 7 ~
’
1
’
ya

1. Pour construire H, on trace la perpendiculaire a (d) passant par A.

9 ), qui est donc un vecteur normal a (A).

2. Ladroite (d) a pour vecteur directeur TZ(

Ainsi (A) a pour équation cartésienne : =5x+2y +c=0etavecA,ona-5x3+2x1+c¢c=0< c=13.
On (re)trouve bien comme équation cartésienne de (A) : —5x +2y + 13 =0.
2x+5y-2=0

3. Le point H étant I'intersection de (d) et de (A), donc on s’intéresse au systeme .
-5x+2y+13=0

69 16
Par substitution, ou par calculatrice, on obtient H (5 ;— E)

Exercice 7

1. Le point H est I'intersection de la droite (AB) et de la perpendiculaire, notée (d), a (AB) passant par C.

6

Or/ﬁ?:(e)) est directeur de (AB) et normal a (d).

* (AB):3x—-6y+c=0etavecAontrouve3 x (-3)-6x2+c =0 ¢ =21.
Ainsi (AB):3x -6y +21=0 x-2y+7=0.

* (d):6x+3y+c=0etavecControuve6x2+3x2+c=0<c=-18

Ainsi (d) :6x+3y—-18=02x+y—-6=0.

. o . xX=2y+7=0 .
Les coordonnées de H vérifient le systéme , on obtient H(1; 4).
2x+y—-6=0
AB x CH
2. Laire du triangle ABC. peut s'obtenir de ce fait par A = — :
AB = V62 +32=1/45 ABxCH +/45x4/5 15 o
> A= = = — = 7,5 unités d’aires.
CH=V(1-22+@-22=(-1)2+22=1/5 2 2 2
L B
H

NS
f"
L
\

w
-

>
op

ot

P
~

-4 -3 -2 -1 O 1 2 3
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DOC 43

CH15 - Méthodes et techniques a connaitre

Chapitre 01: Polynomes du second degré (~~ MC)

/' A savoir

Je sais :
e reconnaitre les différentes formes (développée, canonique, factorisée)......... ... i, O
e passer d'une fOrme A UNE QUM . ... .. ..ttt ettt e e e e e e e e O
e déterminer le tableau de variations d'un trindme . ... ... .. O
e calculer le discriminant et les éventuelles racines d'un trindme ...... ... .. .. . .. O
e résoudre une équation du 29 degré .. ... ... O
e déterminer I'équation d'une parabole connaissant certaines de ses caractéristiques ................ ..., O )

(B Calculatrice

Je peux, avec ma calculatrice :

e déterminer les solutions d'une équation du 29 degré avec le menu équation................. ... ... ] )
Chapitre 02 : Géneéralités sur les suites numériques (~ MC)
(@ A savoir

Je sais :

e travailler avec une formule explicite, une formule de récurrence ........ ... ... .. . .. O

e représenter graphiquement les termes d’une suite (nuage, toile) . ... .. ... O

o ¢étudier le sens de variation (ou la monotonie) d'une suite ... ... ... ... O

e conjecturer la limite éventuelle d'une suite. . ... .. . O )

(E Calculatrice

Je peux, avec ma calculatrice :

e afficher les premiers termes d'une suite, grace au MENU SUITE .. ... ...ttt O
e conjecturer variations, lIMite . .. .. ... O
e tabuler pour déterminer un seuil . ... ... .. . O )

/3¢ Outil

Je peux, avec un tableur :

e déterminer les formules nécessaires a I'étude de SUITES . ... ... it O
e conjecturer variations, lIMite . ... ... o O
e tabuler pour déterminer Un seUil . ... ... . O Y,

Cﬁ Algorithme
Je peux, avec un :

o déterminer le terme d’'une sUite réCUITENTE . . ... o e O
o déterminer UN SeUil. . ... o O
e calculer une somme de tErmMES . .. ... ... O )
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Chapitre 03 : Droites et fonctions affines (~ MC)
(@ A savoir
Je sais :
e tracer une droite connaissant son équation réduite ........ ... O
e travailler graphiquement sur la pente et I'ordonnée a l'origine. ... .. O
e déterminer, algébriquement, I'équation d'une droite passant par deux points............. ... ... O
e déterminer le (tableau de) signe et la variation d'une fonction affine ............ ... .. ... .. O )
Chapitre 04 : Second degré, études de signes (~ MC)
(@ A savoir
Je sais :
e déterminer le (tableau de) signe d'un trindme. . ... .. .. O
e étudier un signe ou résoudre une inéquation avec un tableau de signes (ZPQ) ............ ... ... O

e étudier la position relative de deux courbes

/B Calculatrice

Je peux, avec ma calculatrice :
e vérifier graphiquement les solutions d’une inéquation

Chapitre 05 : Probabilités conditionnelles, indépendance (~ MC)
(@ A savoir
Je sais :
o utiliser la formule de [a réunion ... ... O
e travailler sur I'indépendance de deux EVENEMENTS ... ... .. ... i O
e modéliser une situation a I'aide d'un tableau, d'un arbre, d'un diagramme, etc........... ... ... ... ... ..., ]
e utiliser un tableau pour calculer des probas (intersection, réunion, conditionnelles) ........................... O
e utiliser un arbre pour calculer des probas (composées, totales, conditionnelles)............................... O j
Chapitre 06 : Trigonométrie
(@ A savoir
Je sais :
o passer des radians aux degrés . .. ... ...t O
e manipuler le cercle trigonométrique, y placer un angle enradian........... ... O
e lire un angle associé a un point du cercle trigonométrique ........ ... ... O
e manipuler les cosinus et sinus des angles particuliers ............ .. O
[ ]

résoudre des équations trigonométriques simples

[E Calculatrice

Je peux, avec ma calculatrice :
e convertir des degrés aux radians, et inversement
e déterminer le cosinus, le sinus et la tangente d'un réel

/"€ Outil

Je peux, avec mon cercle trigonométrique :
e lire les lignes trigonométriques d'un angle
e résoudre une équation trigonométrique
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Chapitre 07 : Nombre dérivé, tangente (~~ MC)
(@ A savoir
Je sais :
e calculer un nombre dérivé par la limite du taux d'accroissement. ...... ... it O
e interpréter un nombre dérivé comme pente de tangente . ... .. ... O
e lire graphiquement un nombre dérivé . .. ... ... . O
o déterminer I'équation d'une TanGENTe . . ... ... O )

(B Calculatrice

Je peux, avec ma calculatrice :

e calculer un nombre dérive . .. .. O

e tracer la tangente 3 une courbe correctement affichée...... ... ... . . . . (| )
Chapitre 08 : Fonctions dérivées (~ MC)
(@ A savoir

Je sais :

e reconnaitre la forme générale d'une fonction afin de la dériver ...... ... ... . . . .. O

e utiliser les formules de dérivation pour dériver une fonction............. ... i O

e utiliser la fonction dérivée afin de déterminer I'équation d'une tangente ............. ... ... i, O

e transformer la dérivée afin d’étudier son SIgNe .. ... .. ... O )

/3¢ Outil

Je peux, avec un logiciel de calcul formel :

e retrouver la dérivée d'une fonction ... .. ... . . O )
Chapitre 09 : Suites arithmétiques, geometriques (~ MC)
f' A savoir

Je sais :

e reconnaitre une suite arithmétique, uns suite gEomMEtrique ... .. ... ... O

o utiliser les formules de récurrence et les formules explicites des suites arithmétiques et géométrique ........... O

e calculer la somme des termes d'une suite arithmétique, d'une suite géométrique ............................. O

e démontrer qu'une suite est arithmétique, GEOMALrIQUE. .. .. ... o i O

e étudier le sens de variation d'une suite arithmétique, d'une suite géométrique............. ... ... .. ... O )

Chapitre 10 : Calcul vectoriel, produit scalaire

f' A savoir

Je sais :
e calculer un produit scalaire a I'aide de 'une des trois formes......... .. ... ... .. . . . . .. O
o étudier I'orthogonalité de deux VECLEUrS . . .. ..o O
e utiliser un produit scalaire pour déterminer un angle ........... . O )

[E Calculatrice

Je peux, avec ma calculatrice :
e déterminer un angle coNNaiSSaNt SON COSINUS. .. ...\ttt ittt e et O )
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Chapitre 11: Applications de la dérivation (~~ MC)

[' A savoir

Je sais :
e étudier les variations d'une fonction et dresser son tableau de variations. ............. ... ... .. .. ... . ..., O
o déterminer maximum /MINIMUM .. ... ottt ettt O
e faire le lien entre extremum et d@rivEe. . . ... .. . . . . . O )

(B Calculatrice

Je peux, avec ma calculatrice :

e tracer la courbe d’une fonction dans une fenétre adaptée. ... ... ... ... O

o utiliser les outils graphiques de la calculatrice (max, min, racine, €tc) ........... oo, (| )
Chapitre 12 : Variables aléatoires (~ MC)
(@ A savoir

Je sais :

e déterminer les valeurs prises par une variable aléatoire...... ... .. ... .. . . O

e déterminer la loi de probabilité d'une variable aléatoire....... ... ... .. O

e calculer I'espérance, la variance et |'écart-type d'une variable aléatoire ............. ... ... ... . ... ... ... O

e interpréter I'espérance d'une variable aléatoire . ... .. e O

e déterminer si un jeu est équitable, favorable au joueur, etc ... ... ... O )
Chapitre 13 : Fonction exponentielle (~ MC)
(@ A savoir

Je sais :

e exploiter le fait qu'une exponentielle est strictement positive. ........ ... .o O

e manipuler les propriétés algébrique de I'exponentielle (relation fonctionnelle, etc) ............................ O

e résoudre des (in)équations avec de I'exponentielle. . ... ... ... o O

e étudier le signe d'une expression faisant intervenir de I'exponentielle .......... .. ... ... . L. O

e représenter |'allure de la courbe des fonctions x— € ... ... O

e dériver des fonctions faisant intervenir de I'exponentielle. ........ ... ... . ... . . . . O

e interpréter une évolution exponentielle (lien avec les suites géométriques) ......... ..., O )

Chapitre 14 : Equations cartésiennes, droites et cercles

(@ A savoir
Je sais :
o utiliser les formules d'Al-Kashi . . ... .. O
e manipuler une équation cartésienne de droite (vecteur directeur, vecteur normal, etc) ............... ... .. ... O
e manipuler une équation cartésienne de cercle (centre/rayon, utilisation de la forme canonique, etc) ........... O )

A SUIVRE...
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DOC 44 .
En route vers la Terminale

I. Suites et second degré

/\,6 Exercice Al : calculs des termes de suites

Calculer les 3 premiers termes de chacune des suites suivantes, en précisant si ces dernieres sont définition
par récurrence ou de maniere explicite :

1. u,=2n*-n+1.
V1:_2

2. 1—yn.

Ups1 =

n

3. wy=5etw,,; =2w, —1.

4. t,=3(1+(=D")+2.

(\;S Exercice A2 : suites arithmétiques et géométriques

1. Soit (u,,) arithmétique de 1°* terme 2 et de raison —3.

a. Donner sa définition par formule de récurrence puis sa formule explicite (en fonction de n).

b. En déduire une valeur de i, -
2. Soit (v,) définie pour tout n entier naturel par v, = 4 x 0,5".

a. Expliquer pourquoi cette suite est géométrique.
b. Donner sa définition par récurrence.

c. Montrer que la somme S = vy + 1, + ... + 1} vaut environ 7,996. )

[\,6 Exercice A3 : « ou U'on parle de suite géométrique »

Une entreprise décide de verser a ses ingénieurs une prime annuelle de 500 euros.
Pour ne pas se dévaluer, il est prévu que chaque année la prime augmente de 2 % par rapport a I'année pré-
cédente. On note (u,,) la suite des primes avec u, = 500.

1. Calculer u, et u, (c'est-a-dire la prime versée par I'entreprise la 2°™¢ année et la 3°™° année).

2. Exprimer u,,.,, en fonction de u,,. En déduire la nature de la suite (u,,).

3. Déterminer la formule explicite donnant u«,, en fonction de n.

4. Déterminer, en détaillant, le sens de variations de la suite (u,,).

5. Un ingénieur compte rester 20 ans dans cette entreprise a partir du moment ou est versée la prime.

a. Calculer la prime qu’il touchera la 20°™¢ année.

b. Calculer la somme totale S des primes touchées sur les 20 années. )

/\,6 Exercice A4 : conjecture de limite a la calculatrice

Ala calculatrice, conjecturer la limite de la suite (z,,) définie par ¢, = 10 et, pour tout n € N, t,,,, = 0,5¢,, — 12. )
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/\,6 Exercice A5 : monotonie d’une suite(un peu « costaud »)

a 1

Etudier la monotonie de la suite (u,,) définie, pour tout entier naturel non nul n, par u,, = ni D grace a
n(n

chacune des trois méthodes suivantes :

1. en étudiant le signe de la différence u,,, — u,;

. Unit , . .
2. en comparant le quotient —~~ 2 1 (on s’assurera au préalable que tous les termes de la suite sont stric-

n
tement positifs);

3. en étudiant les variations de la fonction f telle que u,, = f(u,,). )

Xercice : resolution d equations du egre
("B Exercice A6 : résolution d’équations du 2™ degré

Résoudre dans R les équations du second degré suivantes :

1. 2x?-2x-12=0; 3. 3x2+xV12+1=0; 5. x> +x=0;

2. —x*+x=-2; 4. 4x*+16 = 0; 6. (x*+5x+6)(x*+x+1)=0.

[\,6 Exercice A7 : signe d’une expression (fonction affine et polynéme du 2" degré)
g P poty g

1. Déterminer le signe de 4x — 7.

2. Déterminer le signe de —2x2 + 7x — 6. D

(\,6 Exercice A8 : résolution d'inéquations du 2" degré

Résoudre, dans R, les inéquations suivantes :

1. -x>+x+2>0;

2. 3x%2-2x<0. )

[\,6 Exercice A9 : une inéquation pour Lles dominer toutes !(un peu « costaud »)

3 e ) 2x X +2
Résoudre, dans R, I'inéquation — =z —.

—X X )

Il. Probabilites conditionnelles et variables aléatoires

[\,6 Exercice Bl : maladie et diagnostic

Des études statistiques montrent que 6 % des individus d'une population souffrent d’'une maladie donnée.
Un test est utilisé pour diagnostiquer la maladie. On a les résultats statistiques suivants :

¢ sachant qu’'un individu est malade, la probabilité qu’il ait un test positif est de 0,95;

* sachant qu'un individu n’est pas malade, la probabilité qu’il ait un test négatif est de 0,97.
On désigne par M I'événement « étre malade » et par T I’événement « avoir un test positif ».

1. Représenter la situation a 'aide d'un arbre de probabilités.
2. Calculer les probabilités des événements MNT, MNT et MNT.

3. En déduire la probabilité d’avoir un test positif.

4. Déterminer la probabilité qu'une personne ayant un test positif soit malade. )
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/\,6 Exercice B2 : probabilité conditionnelle et tableau

Dans I'étude de certaines maladies, on voudrait savoir si le fait de fumer joue un réle aggravant ou pas.
On dispose des statistiques ci-contre concernant une population de 20000 personnes.

Malades Sains Total
Fumeurs 400 4600
Non-Fumeurs 600 14400
Total

On note M I'événement « la personne est malade » et F 'événement « la personne fume ».
On choisit au hasard une personne dans cette population.

1. Quelle est la probabilité qu’elle soit malade?

2. a. Calculer pr(M).

b. Que représente la probabilité précédente?
3. Sil’'on sait que cette personne ne fume pas, quelle est la probabilité qu’elle soit malade?

4. Le fait de fumer est-il un facteur aggravant? )

[\,6 Exercice B3 : probabilité et temps partiel

Dans une enquéte menée aupres d'une population, on a constaté que :
* 60 % de la population sont des femmes;
* 56 % des femmes travaillent a temps partiel;
* 36 % de la population travaillent a temps partiel.

1. Représenter la situation par un arbre pondéré.

2. On interroge une personne dans la population. Elle affirme qu’elle travaille a temps partiel.

Quelle est la probabilité que cette personne soit un homme? )

("B Exercice B4 : Loi de probabilité

La loi de probabilité d'une variable aléatoire X est donnée par le tableau ci-dessous :

Valeurs x; 0 1 2 3 4 5 6 7 8
ProbasPX=x;) | 0,10 | 0,05 | 0,15 | 0,05 | 0,10 | 0,20 | 0,10 | 0,10 a

1. Déterminer la valeur de a.

2. a. Calculer PX > 3).
b. Calculer P(X < 3). )

"B Exercice B5 : variable aléatoire et espérance

Une urne contient quatre boules numérotées de 1 a 4. On tire au hasard une boule, on note le numéro, on
replace cette boule, on tire une deuxieme boule et on fait la somme X des nombres inscrits sur les boules.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Sije gagne une la somme égale a la valeur de X, combien puis-je espérer gagner? )
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/\,6 Exercice B6 : « arbre pondéré et variable aléatoire »

Sur la planéte Dictat, le gouvernement met en ceuvre une politique nataliste.
Toute famille doit avoir au moins un enfant, au plus trois enfants et au plus un garcon.

Dés que I'on a un gar¢on, on n’a pas d’autre enfant. Soit X la variable aléatoire comptant le nombre d’enfants
d’une famille.

On suppose I'équiprobabilité des garcons et des filles a la naissance.
1. Représenter la situation a I'aide d'un arbre pondéré.
2. Déterminer laloi de probabilité de X.

3. Calculer E (X). Interpréter le résultat.

lIl. Fonctions

(% Exercice Cl : lecture de nombres dérivés

Sur le graphique suivant, C; est la courbe représentative d'une fonction f définie sur I'intervalle [-5;8].

-5 -4 -3 -2 -10
_1 -

—2 ==
-3 ==

4 4

_5 4L

D,, D, et Dy sont respectivement les tangentes a C; aux points A, B et C d’'abscisses —3, 2 et 6.
1. Lire sur le graphique les valeurs de :

a. f(=3), f(2) et f(6);
b. f'(=3), f'(2) et f'(6).

2. a. Pour quelle(s) abscisse(s) a semble-t-on avoir f'(a) =02

b. Quelle est la conséquence graphique pour la tangente au point d’abscisse a? )

("B Exercice C2 : dérivées, techniques et dérivation

Déterminer les fonctions dérivées des fonctions suivantes sur le domaine d’étude précisé :
4 2 1 *
1. f(x)=3x"-0,5x"—— suer =R*.
X
%

2. gx)=xy/xsur Dy =Ry.

—-2x-3
3. h(X) = W sur Dh = R\{ _2}

4. i(x)=(1-x)*surD; =R.

y
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("B Exercice C3 : nombre dérivé et équation de tangente

Soit f la fonction définie pour tout réel x par f (x) = 3x> —2x + 1, on note Cs sa courbe représentative dans un
repére du plan.

1. a. Déterminer f'(-1).

b. Que représente — graphiquement — ce nombre?

2. Déterminer I'équation de la tangente J_; a €, au point d’abscisse —1.

J

/\,6 Exercice C4 : étude variations

Apres avoir donné leur ensemble de définition et de dérivabilité, étudier le sens de variation des fonctions
suivantes :

1. f(x)=-3x>+2x+1;

1, 1, 3
%o g(x)=§x = =3F7 = =55 =4k

4 2 )

[\,6 Exercice C5 : utiliser Les régles de L'exponentielle

3x =32
1. Simplifier A = ———— et B = e* x (e~2)°.
ex
2. Développer C=¢€*(e > +e) etD = (e* —¢)(e* +e).

3. Factoriser E = 2% — ¢2*,

("B Exercice C6 : dérivées et exponentielle

Calculer la dérivée des fonctions suivantes sur I'ensemble précisé.
1. f(x)=-3e*+4e > yesurR.

2. gx)=(e*+1)(e*—1)surR.

w

4
. h(x)=—surR.
e X

X

. e
4. i(x) =
X+

T sur R\{—1}.

X

. e +1
5. j(x) = 1 sur ]0; +ool.

e¥ — )
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/35 Exercice C7 : volume d’une cuve

On veut construire une cuve métallique & partir d’'une plaque carrée de 5 m de coté. A chaque coin de la
plaque, on découpe un carré de co6té x m.

En pliant et en soudant, on obtient alors une cuve et on note V la fonction donnant son volume en fonction
des valeurs de x.

1. Déterminer I'ensemble de définition puis I'expression de la fonction V en fonction de x.
2. Etudier les variations de la fonction V.

3. Déterminer les dimensions de la cuve de volume maximal. j

/\,6 Exercice C8 : avec une fonction auxiliaire

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x —2)e* + x + 1.
1. Déterminer une expression de f'(x).
2. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = (x — 1)e* + 1.

a. Etudier les variations de g.

b. En déduire que, pour tout x € R, g(x) = 0.

3. Montrer que f’(x) = g(x) et en déduire les variations de la fonction f sur R. )

[\,6 Exercice C9 : un caillou a la mer

Un enfant monte au sommet d'un phare et laisse tomber verticalement un caillou dans la mer.
On modélise la vitesse (en metre par seconde) du caillou au bout de ¢ secondes par la fonction :
0,1¢
11

fr)=6

X ——.
edl? +1

1. Vérifier que le caillou est bien laché sans vitesse initiale selon ce modéle.

2. a. Déterminer une expression de f'(z).

b. Etudier les variations de f sur [0; +ool.

3. Lavitesse du caillou dépassera-t-elle les 10 m.s™*? )
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IV. Geometrie

/\,6 Exercice D1 : savoir utiliser le cercle trigonométrique

En s’aidant du cercle trigonométrique :

3n n In
1. Placer5m; ——; —et——.
2 3 4

L 1231
2. Donner la mesure principale de .

/\,6 Exercice D2 : valeurs de cosinus et sinus

Gréace au cercle trigonométrique, déterminer les valeurs suivantes :

3n 117w . (5w

1. cos(—); 4. cos(——); 7. sm(—);
4 3 3
b 5n . n

28 cos(——); 5. cos(—); 8. sm(——);
6 6 4
In . 3n (T

3. cos(—); 6. sm(——); 9. sm(—).
2 2 6

/\,6 Exercice D3 : produit scalaire et vecteurs orthogonaux

On considere un repere orthonormé du plan.
-1 —[6 .
1. Montrer que u 2 et v 3 sont orthogonaux. Justifier.
= a7 )

et t sont-ils orthogonaux? Justifier.

. . , 3 6 .
3. Déterminer les éventuelles valeurs réelles de a pour que t_l) (a) et t_z) (—a) soient orthogonaux.

[\,6 Exercice D4 : droites perpendiculaires et produit scalaire (méthode analytique)

Dans un repére orthonormé du plan, on donné A(5; 3), B(8; —5), C(—1; 0) et D(3; 1,5).
Montrer que (AB) et (CD) sont perpendiculaires. )

[\,6 Exercice D5 : produit scalaire et nature de quadrilatére

Dans le plan muni d'un repere (O; 7,7) orthonormé, on considére les quatre points A(-3;2); B(-2; —2);
C2;-1)etD(1; 3).

1. Déterminer la valeur de AB ﬁ

2. a. Calculer leslongueurs AB et AD.

b. Déterminer une valeur de 'angle DAB.

3. Démontrer que le quadrilatére ABCD est un carré. )
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[§5 Exercice Dé : équations cartésiennes et vecteur directeur

(1 , . . ot
1. Soit (d) la droite passant par A(4; 2) et de vecteur directeur u ( 3). Déterminer une éq. cartésienne de (d).

’

-9

2. Soit (d') la droite d’éq. cartésienne 3x — 1,5y +1 = 0. Le vecteur v ( ) est-il un vecteur directeur de (d')?

y

[\,6 Exercice D7 : droite, vecteurs directeurs et normaux, équations cartésiennes et réduites

On considere la droite d d’équation réduite y = —4x +5.
1. Donner un vecteur directeur de d.
2. En déduire un vecteur normal de d.

3. Donner une équation cartésienne de la droite d’ perpendiculaire a d passant par le point A(1; 1).

4. Donner une équation réduite de la droite d'. )

[\,6 Exercice D8 : vecteur normal et équation cartésienne de droite

1. Donner un vecteur normal de chacune des droites suivantes :

a. d;:-3x+2y+1=0;
b. d,:5x+y—-6=0;

C. dy:y=-2x+4;
d. d,:x=1.

2. Dans chacun des cas, donner une équation cartésienne de la droite passant par A et de vecteur normal 7.
(1
a. A(4;etn _3]’
(4
b. A2;3)etn 5|
(-3
c. A(-2;-1Detn 1

d. A(0;5) et ﬁ(g)

[\,6 Exercice D9 : équation cartésienne de cercle

1. Déterminer une équation cartésienne :

a. du cercle de centre Q(5; 4) et de rayon R = 2;

b. du cercle de centre 2(—2; —3) et de rayon R = 5.
2. Dans chacun des cas, donner le centre et le rayon du cercle dont on donne une équation cartésienne :

a. (x—2)%+(y+1)?=25;
b. x>+y?—4x+5y+3=0.
y y )
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V. Algorithmes

(% Exercice El : avec un seuil

On consideére la fonction suivante :

\ @ Code Pythmh

1 def evolu(k): ‘
2 u = 200
3 n=20
4 while u < k :
5 u=1.2%u + 10
6 n = ntl

\ 7 return n

Que renvoie l'appel [z evolu(750))? y

ﬁ}é Exercice E2 : avec une somme

Soit la suite (u,,) de premier terme u, = 400 vérifiant la relation, pour tout entier naturel n, u,,,, = 0,9u,, +60.
Compléter la fonction suivante écrite en qui permet de calculer la somme S des 20 premiers
termes de la suite (u,,).

@ Code Python \

1 def Suite()

2 S=0

3 U = 400

4 for i in range(20)

5 S=..99%9......
6 f 8 cococacacconanc
7 return ...

(% Exercice E3 : en contexte

Un apiculteur souhaite étendre son activité de production de miel a une nouvelle région.

Au printemps 2019, il achéte 300 colonies d’abeilles qu’il installe dans cette région.

Il consulte les services spécialisés de la région et s’attend a perdre 8 % des colonies chaque hiver. Pour main-
tenir son activité et la développer, il prévoit d’'installer 50 nouvelles colonies chaque printemps, a partir de
I'année suivante. On donne le programme suivant écrit en langage :

\ @ Code Python \
1 def algo(Q) ‘
2 C = 300
3) N=20
4 while C < 400 :
5 C = Cx0.92+50
6 N = N+1
\_ 7 return(N)

1. Recopier et compléter (en arrondissant a I'entier le plus proche) en ajoutant des colonnes, le tableau
ci-dessous qui reproduit 'avancement du programme pas a pas :

C 300 326 | ...l
«C<400»? oui oui | ...,

2. Quelle est la valeur de renvoyée par le programme? Interpréter cette valeur dans le contexte de
l'exercice. )
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VI. Utilisation de la calculatrice

(% Exercice F1 : tracé

Dans un repére adapté, tracer — a la calculatrice — la courbe représentative de la fonction f définie sur [0; 6]
par f(x) = (100x +30)e” %> . )

[\,b Exercice F2 : tracé et outils graphiques, vl

On considere les fonctions f(x) = x> +0,4x% — 8,77x — 8,8 et g (x) = 8x — 13 définies sur [-5;5].

1. Dans un repere adapté, tracer - a la calculatrice - les courbes C; et €, de maniére a obtenir une fenétre
comme ci-dessous :

El [asbi
y

g

2. En utilisant les [ outils graphiques|de la calculatrice :

a. déterminer les racines de f (autrement dit les solutions de f(x) = 0);

b. déterminer les solutions de f(x) = 41;

c. déterminer les solutions de f(x) = g(x). )

(\,6 Exercice F3 : tracé et outils graphiques, v2

On considere les fonctions f(x) = xV/36 — x2 et g (x) = x* — 8x + 24 définies sur [0;6,5].

1. Dans un repére adapté, tracer - a la calculatrice - les courbes C; et €, de maniére a obtenir une fenétre
comme ci-dessous :

El

2. En utilisant les [g outils graphiques]de la calculatrice :

a. déterminer le maximum de f, ainsi que la valeur de x pour laquelle il est atteint;
b. déterminer les solutions de f(x) = 10;

c. déterminer les solutions de f(x) = g(x);

5
d. lavaleur de f f(x) dx.
0

Largement inspiré du travail d’Alexandre Morgan
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